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YAZARIN ÖNSÖZÜNDEN

Bu kitap diferansiyel denklemlerin temel yöntemlerine, teorisine ve
uygulamalarına bir giriş mahiyetindedir. Bu kitabı okumak isteyecek-
lerin birinci sınıf üniversite matematiğini bildikleri kabul edilmektedir.

Konu okuyucuya ayrıntılı şekilde sunulmuştur. Önemli kavramlar
dikkatle yazılmış tanımlar halinde verilmiş, önemli sonuçlar da teorem-
ler olarak ifade edilmiştir. çözüm yöntemlerinin de etraflıca anlatımına
özen gösterilmiştir. Tanımlar, teoremler ve çözüm yöntemleri çeşitli
örneklerle daha anlaşılır hale getirilmiştir. En yararlı ve uygulama
alanı geniş çözüm yöntemleri birden fazla baştan sona çözülmüş örnekle
aydınlatılmıştır. Temel teoremlerin birçoğunun ayrıntılı ve dikkatle ya-
pılmış ispatları da metinde yer almıştır. Aslında ispatlardaki ayrıntı
zenginliği ve açıklayıcı örnekler, iyi anlatımın temel özelliklerindendir.

Kitap iki ana kısma ayırılmıştır. 1. Bölüm’den 7.’ye kadar olan bi-
rinci kısım en temel kavramlarla, teoremlerle, yöntemlerle ve konunun
uygulamaları ile ilgilidir. İkinci kısım okuyucuyu bazı uzmanlık alan-
larına götürür, daha gelişmiş yöntemlerle karşı karşıya getirir ve temel
teoriye sistematik bir giriş sağlar.

1. Bölüm, çözümün anlamı ve ek koşullu problemler üzerinde du-
rarak diferansiyel denklemlerin en temel kavramlarını tanıtır. 2. Bölüm
en tanınmış birinci basamak denklem tiplerinin geleneksel hale gelmiş
çözüm yöntemlerini verir. Bölüm, fazla önemli olmayan tipler kısaca
geçilebilecek ya da kolayca atlanabilecek şekilde düzenlenmiştir. 3.
Bölüm okuyucuya birinci basamaktan denklemlerin bazı temel uygu-
lama alanlarını tanıtır. Daha yüksek basamaktan önemli lineer di-
feransiyel denklemler ilk defa 4. Bölüm’de boy gösterirler. Temel
kavramlar ve teoremler ilk defa burada tanıtılır ve örneklerle açıklanır
ama çoğunun ispatı 11. Bölüm’e bırakılır. Bölümün büyük bir kısmı
sabit katsayılı lineer denklemlere ayırılmıştır. 5. Bölüm, 4. Bölüm’ün
yöntemlerini, titreşimlerdeki ve elektrik devrelerindeki problemlere uy-
gular. Seri şeklindeki çözümler, Bessel denklemlerine ve Bessel fonksi-
yonlarına kısa bir giriş yapan 6. Bölüm’ün konusudur. Lineer sistemler
7. Bölüm’de tanıtılmış ve uygulamaları anlatılmıştır.

Kitabın ikinci kısmına geçersek, 8. Bölüm sayısal yöntemlere ağırlık
tanıyarak, birinci basamak denklemleri çözmeğe yarayan bazı yaklaşık
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çözüm yöntemleri anlatır. 9. Bölüm’de Laplace Dönüşümü ile ilgili
temel kavramlar ve sonuçlar geliştirilmış ve sabit katsayılı lineer dife-
ransiyel denklemlere uygulanmıştır. Ad̂ı diferansiyel denklemler konu-
sunun temel teorisi 10. ve 11. Bölüm’lerin konusu olmuştur. 10. Bölüm
daha ziyade birinci basamaktan başlangıç değer problemleri için temel
varlık teoreminin ifadesi ve ispatı ile meşguldür. Buradan 11. Bölüm’e
geçilince, daha yüksek basamaktan denklemler üzerine temel teorem-
lerin tam ifadelerine ve ispatlarına rastlanır. Burada yer alan önemli
konular arasında Wronski teorisi, eş denklem ve klasik Sturm teorisi
bulunur. Bundan sonra 12. Bölüm Sturm-Liouville sınır değer prob-
lemlerine bir girişle açılır ve trigonometrik Fourier serisinin inceleme-
sine geçer. 13. Bölüm önemi ve ilgilenenleri günden güne hızla artan,
lineer olmayan diferansiyel denklemler konusuna girer. Burada işlenen
konular arasında kritik noktalar, limit çevrimler ve Kryloff-Bogoliuboff
yöntemi de vardır. Son bölüm olan 14. Bölüm, kısmı̂ diferansiyel denk-
lemlerin incelenmesinde de kullanılacak olan bir ad̂ı diferansiyel denk-
lem sistemi çeşidinin incelenmesine ayırılmıştır.

Kitap çeşitli dersler için ders kitabı olabilecek niteliktedir. Bu ders-
lerden biri bir yarıyıllık giriş mahiyetinde bir derstir. Basit uygula-
malar da incelenecekse böyle bir ders 1.’den 7.’ye kadar bölümleri kap-
samalıdır. Eğer uygulama bölümlerinden vazgeçip, sayısal yöntemler
ve Laplace dönüşümü yöntemi anlatılmak isteniyorsa, o zaman 1, 2,
4, 6, 7, 8 ve 9. Bölüm’lerden bir proğram yapılmalıdır. Kısmı̂ dife-
ransiyel denklemlere mümkün olduğu kadar hızlı hazırlayan bir giriş
dersi yapılacaksa; 1, 2 (kısmen), 4, 6, 12 ve 14. (kısmen) Bölüm’ler an-
latılmalıdır. 1, 4, 6 ve 2, 3, 5, 7, 8, ve 9. Bölüm’lerin bazı kısımlarından
da yukarıdakilerden farklı bir proğram yapılabilir.

Bu kitaptan diferansiyel denklemler üzerine ilk dersi almış ileri sınıf
öğrencileri için daha ileri yöntemlere ağırlık veren bir ders; 8, 9, 12,
ve 14. Bölüm’lerden, diferansiyel denklemlerin temel teorisine giriş ya-
pacak orta düzeyde bir ders de 10, 11, 12, 13 ve 14. Bölüm’lerden
hazırlanabilir.

Kitapta bir yıl sürecek bir ders için de yeterli malzeme bulunmak-
tadır. Bu durumda kitap baştan sona, istenilen bölümlere daha fazla
ağırlık verilerek okutulabilir.

Shepley L. Ross
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ÇEVİRENİN ÖNSÖZÜ

Bu kitap aslında İstanbul Teknik Üniversitesi’nde verdiğim mate-
matik IV ve ad̂ı diferansiyel denklemler derslerine ders kitabı olması
için S.L. Ross’un “Differential Equations” adlı kitabı esas alınarak ve
C.R. Wylie ile L.C. Barret’in “Advanced Engineering Mathematics”
adlı kitaplarından da yararlanılarak hazırlanmıştır.

Biz kitabı iki kısım halinde yayınlamayı uygun bulduk. Bu eliniz-
deki birinci kısım, kitabın ilk yedi bölümü ile 9. Bölüm’ünün çevirisidir
ve bütün mühendislik bölümlerinde matematik IV dersi içindeki dife-
ransiyel denklemler konusunun işlenmesi sırasında olduğu kadar fen ve
fen- edebiyat fakülteleri ile eğitim fakültelerinin diferansiyel denklemler
konusundaki ilk derslerinde ders kitabı olarak kullanılabilecek şekilde
kaleme alınmıştır.

Yakın gelecekte tamamlamayı düşündüğümüz ikinci kısımın çevirisi
de, mühendislik fakültelerinin yüksek lisans proğramlarındaki mühen-
dislik matematiği dersleri ile, fen, fen-edebiyat ve eğitim fakültelerinin
diferansiyel denklemler konusundaki daha ileri lisans derslerinde yararlı
olacaktır.

S.L. Ross’un kitabını Türkiye’deki temel bilimler, mühendislik ve
eğitim bilimleri öğrencilerinin yararlanabileceği şekilde çevirip yeniden
düzenlerken, İ.T.Ü’de diferansiyel denklemler dersinin uygulama saat-
lerine giden bir asistan olduğum sırada hazırladığım çözülmüş problem-
lere, yıllar yılı sorulmuş sınav sorularına ve herbiri Türkiye’nin geleceği
için bir kıymet olan öğrencilerimin çözdüğü ödev problemlerine zaman
zaman yer verdim.

Mehmet Can 1992
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BİRİNCİ KISIM

Temel Yöntemler Ve Uygulamalar



Bölüm 1

Denklemler ve Çözümler

Diferansiyel denklemler konusu, modern matematik dediğimiz yakın çağ
matematiğinin geniş ve çok önemli bir kısmını oluşturur. Diferansiyel
ve integral hesabın 16. yüzyıla kadar inen çocukluk yıllarından beri
bu dal, geniş teorik araştırmalara ve insanın bu dünyadaki hayatını
kolaylaştıran önemli uygulamalara sahne olmuştur, bugün de böyle ol-
maya devam etmektedir. Bunlar söylenince karşı tarafta şöyle soru-
ların uyanması doğal olacaktır: diferansiyel denklem nedir, ne gösterir?
Diferansiyel denklemler nereden ve nasıl çıkar, ne işe yararlar? Bir di-
feransiyel denklemle karşılaşıldığında ne yapılır, nasıl yapılır ve böyle
bir çabanın meyvesi nedir? Bu sorular diferansiyel denklemler konusu-
nun üç yönünü ortaya çıkarıyor, teori, yöntem ve uygulama. Bölümün
amacı da okuyucuyu konunun bu temel yönleriyle tanıştırmak ve aynı
zamanda bu yönleri kısaca gözden geçirmektir. Bu bölümde yukarıdaki
sorulara da cevap vereceğiz ama bu cevaplar diğer bölümler incelendikçe
daha anlamlı hale gelecek.

1.1 Fonksiyonlar ve Denklemler

Mühendisler ve bilimin diğer alanlarında çalışanlar uzun zamandır
problemlerini matematik yardımıyla daha iyi anlatabileceklerini ve da-
ha kolayca inceleyebileceklerini anlamış bulunuyorlar. Ancak bunun
için incelenen olayın iyice tanınmış ve davranışını yöneten yasaların tam
olarak ifade edilmiş olması gerekiyor. Bütün anlatımlarda denklemler
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ve fonksiyonlar bulunur.
Bir f fonksiyonunun tanım bölgesindeki her x için aldığı değer

f(x) ile gösterilir. x değişkeni bir sayı, ya da başka birşey olabilir.
Bu zamana kadar matematikte, çözümlerini bulacağımız;

x2 + 3x + 2 = 0, tan θ =
2

3
, t = e−t, {v = u2, 8u = v2}

gibi bir ya da daha fazla bilinmeyenli denklemlerle karşılaşmışızdır.
şimdi bir ya da daha fazla bilinmeyen fonksiyonu ve onların türevlerini
bulunduran diferansiyel denklemleri ele alacağız.

dy

dx
= ex + sin x (1.1)

y′′ − 2y′ + y = cos x (1.2)

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
=

∂u

∂t
(1.3)

3x2dx + 2ydy = 0 (1.4)

Fonksiyonların değerlerini gösteren değişkenlere bağlı değişkenler de-
nir. Bu durumda (1.1) ve (1.2)’de y bağlı, x bağımsız değişken; (1.3)’te
u bağlı, t, x ve y bağımsız değişkenlerdir. (1.4)’te ise x ya da y’den biri
bağlı değişken olarak alınabilir, geri kalan da bağımsız değişkendir.

A. Diferansiyel Denklemlerin
Sınıflandırılması

TANIM. Bir ya da daha çok bağlı değişkenin, bir ya da daha çok
serbest değişkene göre türevlerini ya da diferansiyellerini bulunduran
denklemlere, diferansiyel denklem denir.

Örnek 1.1. Aşağıdakileri diferansiyel denklem örneği olarak vere-
biliriz:

d2y

dx2
+ xy

(
dy

dx

)2

= 0 (1.5)

d4x

dt4
+ 5

d2x

dt2
+ 3x = sin t (1.6)
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∂v

∂s
+

∂v

∂t
+ 3x = v (1.7)

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0 (1.8)

Diğer taraftan, temel tanıma uysalar da

d

dx
(eax) = aeax,

d

dx
(uv) = u

dv

dx
+ v

du

dx
(1.9)

şeklindeki denklemler, diferansiyel denklem sayılmazlar.

Diferansiyel denklemleri sınıflandırmak için çeşitli özellikleri kulla-
nılabilir. Ad̂ı ve kısmı̂ diferansiyel denklemler, bağımsız değişkenlerinin
sayısına, bulundurdukları türevlerin çeşidine göre sınıflandırılabilirler.

TANIM. Diferansiyel denklemde bulunan türevler, bir ya da daha
çok bağlı değişkenin bir tek serbest değişkene göre ad̂ı türevi ise, bu
diferansiyel denklem bir ad̂ı diferansiyel denklem’dir.

Buna göre (1.5) ve (1.6)’daki örnekler ad̂ı diferansiyel denklemlerdir.

TANIM. Bir ya da daha çok bağlı değişkenin en az bir serbest
değişkene göre kısmı̂ türevlerini bulunduran diferansiyel denkleme kıs-
mı̂ diferansiyel denklem denir.

(1.7) ve (1.8)’deki denklemler, kısmı̂ diferansiyel denklemlerdir.
Diferansiyel denklemler basamaklarına göre de sınıflandırılırlar.

TANIM. Bir diferansiyel denklemin mertebesi, denklemde bulu-
nan en yüksek mertebeden türevin mertebesidir.

Örneklerde (1.7) birinci, (1.5) ve (1.8) ikinci, (1.6) da üçüncü basa-
maktan denklemlerdir.

Başka önemli bir sınıflandırma şekli de bağlı değişkenle türevlerinin
denklem içinde yer alışlarına göredir.

TANIM. Denklemde bulunan bir bağlı değişkenler kümesinin bir
elemanını ya da onun bir türevini bulunduran her terim, bu değişkene
ve türevlerine göre birinci dereceden ise, bu diferansiyel denklem bu
bağlı değişken kümesine göre lineer’dir. Bir bağlı değişkene göre lineer
olmayan denkleme, bu bağlı değişkene göre lineer olmayan diferansiyel
denklem denir.
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(1.6), (1.7), (1.8) denklemleri lineer, (1.5) ise lineer olmayan bir
diferansiyel denklemdir.

Lineer diferansiyel denklemler ayrıca bağlı değişkenin ve türevleri-
nin katsayılarına göre de sabit katsayılı ve değişken katsayılı olmak
üzere ikiye ayrılırlar. Buna göre (1.6), (1.7), (1.8) denklemleri sabit
katsayılı,

d4x

dt4
+ 5t3

d2x

dt2
+ 3 cos tx = sin t

denklemi de değişken katsayılı bir diferansiyel denklemdir.

B. Diferansiyel Denklemlerin çıkış Yerleri ve
Uygulamaları

Diferansiyel denklemleri çeşitli yönlerine göre sınıflandırdıktan son-
ra, bu gibi denklemlerin nereden ve nasıl çıktığını kısaca göreceğiz. Bu
sayede diferansiyel denklemlerin teori ve yöntemlerinin ne kadar geniş
bir uygulama alanı olduğunu anlamağa başlayacağız.

Diferansiyel denklemler fen ve mühendislik bilimlerinin çok çeşitli
ana dallarında pek çok sayıda problemle ilintili olarak ortaya çıkarlar.
Bu problemlerin aslında sayfalarca tutacak olan listesinden bir iki satır
verelim:

(1) Füze, roket, uydu ve gezegen hareketlerinin belirlenmesi,

(2) Elektrik devrelerinde yük ya da akımın bulunması ,

(3) Çubukta ve levhalarda ısı yayılması problemi,

(4) Telin ya da levhanın titreşimleri,

(5) Radyoaktif cismin bozunması veya bir canlı topluluğunun nüfus
artışı problemi,

(6) Kimyasal reaksiyonların incelenmesi,

(7) Belli geometrik özelliklere sahip eğrilerin bulunması .

Yukarıdaki gibi problemlerin matemaatik dilindeki ifadeleri, dife-
ransiyel denklemler verir. Peki bu diferansiyel denklemler nasıl bu-
lunur? Bu örneklere konu olan cisimler, kendileriyle ilgili bazı bi-
limsel yasalara uygun davranırlar. Bu kanunlar bir ya da daha çok
varlığın değişim hızlarının, diğer varlıkların değişim hızlarıyla ilinti-
lerini içerirler. Bu değişim hızlarının matematik dilinde türevlerle ifade
edildiklerine dikkat edelim. Bu yüzden değişim oranları çeşitli türevler
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ile ifade edilince, varlıkların uyduğu yasalar, diferansiyel denklem haline
gelirler.

Varlıkların davranışları hakkında bilimin bulabildiği yasaların, iç-
lerinde birçok basitleştirme bulunan varsayımlara dayandığını hatırla-
dıktan sonra, matematik modellerin kurulması sırasında elde edilecek
diferansiyel denklemlerin ele avuca gelir şeyler olması için de bir dizi
basitleştirici varsayım yapıldığını itiraf etmeliyiz. Bu varsayımlar, bilim
felsefesi ile ya da modelleme ile ilgili olmayanların gözlerinden uzak-
ta bir yerlerde durur. Varlıkların gerçek davranışlarından bu şartlar
altında elde edilen diferansiyel denklem, aslında gerçekte olmayan o
idealleştirilmiş duruma ait olduğu halde, sokaktaki adam kadar, bu
modelleri kullanan bilim adamları tarafından da konudan uzak oluşla
orantılı olarak artan bir taassupla gerçeğin tahtına oturtulur. Aslında
bunun sebebi, bu insanların daha güvenilir bir gerece sahip olmamala-
rıdır. Bütün bu kabullere bağlılığa rağmen, bir diferansiyel denklemden
elde edilen bilginin, reddedilemez bir uygulama değeri vardır.

Şimdi, yukarıdaki şartlar altında elde edilmiş bir diferansiyel denk-
lemden, derde deva bir bilginin nasıl çıkarılabileceği sorulacaktır. Bu-
nun cevabı şudur: eğer mümkün oluyorsa diferansiyel denklem, çözüm
elde etmek üzere çözülür. Eğer çözmek mümkün değilse, diferansiyel
denklemler teorisi kullanılarak çözüm hakkında bilgi elde etmeğe uğra-
şılır. Bu cevabın anlamını kavramak için, diferansiyel denklemin çözü-
münden ne anladığımızı tartışmalıyız. Bunu gelecek kısımda yapacağız.

PROBLEMLER

Aşağıdaki diferansiyel denklemleri sınıflandırınız.

1. y′′′ + 6y′′ + 11y′ + 6y = ex 2. ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2 + ∂2u
∂y2 = φ(x, y, z)

3. y′′ + 3y′ + 2y = x4 4. ∂u
∂x

+ u∂v
∂y

= v ∂2v
∂x∂y

5. d(xy′)
dx

+ xy = 0 6. y′′ + (a + b cos 2x)y = 0
7. yiv + xy′′ + y2 = 0 8.(x + y)dy = (x− y)dx

9. a2 ∂2v
∂x2 = ∂2v

∂t2
10.

∂2( ∂2v
∂x2 )

∂x2 = ∂2v
∂t2

11. ∂u
∂t

+ xu = d2x
dt2

12. ∂u
∂x

+ u∂v
∂y

= v ∂2v
∂x∂y
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1.2 Diferansiyel Denklemlerde Çözüm

Bir x değişkenine bağlı cebirsel ya da transandant bir denklemin çözü-
mü, bu denklemi sağlayan bir sayıdır. Halbuki diferansiyel denklemlerin
çözümleri sayılar değil, bu denklemleri sağlayan fonksiyonlardır.

Örnek 1.2. y′′ + k2 = 0 diferansiyel denklemini gözönüne alalım.
f(x) = sin kx fonksiyonu, y′ = k cos kx ve y′′ = −k2 sin kx olacağın-
dan denklemi her x için sağlar. Aynı şekilde g(x) = cos kx fonksiyonu
da aynı denklemin (−∞,∞) aralığında çözümüdür.

A. Çözümlerin Tabiatı

şimdi n. basamaktan ad̂ı diferansiyel denklemin çözümü kavramını
ele alacağız.

TANIM. n. basamaktan

F

(
x, y,

dy

dx
, . . . ,

dny

dxn

)
= 0 (1.10)

ad̂ı diferansiyel denklemini ele alalım. Burada F , n + 2 tane olan

x, y,
dy

dx
, . . . ,

dny

dxn

argümanları cinsinden gerçel bir fonksiyondur.
(1). f , gerçel I aralığında tanımlı ve ∀x ∈ I için n. basamaktan

türevi olan (daha aşağı basamaktan bütün türevleri de bunun sonucu
olarak mevcuttur) gerçel bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu aşağıdaki
şartları sağlarsa, (1.10)’daki diferansiyel denklemin I aralığı üzerinde
bir eksplisit çözümüdür:

(A) F
(
x, f ′(x), . . . , f (n)(x)

)

∀x ∈ I için tanımlıdır ve ∀x ∈ I için

(B) F
(
x, f ′(x), . . . , f (n)(x)

)
= 0

olur. Yani f(x)’i ve çeşitli türevlerini, y ve türevlerinin (1.10)’daki
yerlerine koyarsak, bu denklem I üzerinde bir özdeşliğe dönüşür.
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(2). g(x, y) = 0 bağıntısı, I aralığı üzerinde (1.10) denkleminin bir
eksplisit çözümü olan en az bir f fonksiyonu tanımlıyorsa, bu bağıntıya
(1.10) denkleminin bir implisit çözümü denir.

(3). Explisit ve implisit çözümlerin ikisine birden bu kitapta sadece
çözüm denilecektir.

(1.10) denkleminin eksplisit ya da implisit olsun herhangi bir çö-
zümü kısaca x ile y arasında, türev bulundurmayan ve (1.10)’u özdeş
olarak sağlayan bir bağıntıdır.

Örnek 1.3. Her x için

f(x) = 2 sin x + 3 cos x (1.11)

ile tanımlı f fonksiyonu, her x için

d2y

dx2
+ y = 0 (1.12)

denkleminin bir eksplisit çözümüdür. önce f ’nin her x için tanımlı ve
ikinci türeve sahip olduğuna dikkat ediniz. Sonra

f ′(x) = 2 cos x− 3 sin x

f ′′(x) = −2 sin x− 3 cos x

olduğunu görünüz. (1.12)’de d2y
dx2 yerine f ′′(x), y yerine de f(x) koyarsak

onu, her x için doğru olan

(−2 sin x− 3 cos x) + (2 sin x + 3 cos x) = 0

özdeşliği haline getiririz. Böylece (1.11) ile tanımlı f fonksiyonu her x
için (1.12) denkleminin bir eksplisit çözümüdür.

Örnek 1.4.
x2 + y2 = 25 (1.13)

bağıntısı, −5 < x < 5 ile tanımlı I aralığında

x + y
dy

dx
= 0 (1.14)

denkleminin bir implisit çözümüdür. çünkü (1.13) bağıntısı ∀x ∈ I için

f1(x) =
√

25− x2 ve f2(x) = −
√

25− x2
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ile verilen f1, f2 gibi iki gerçel fonksiyon tanımlar ve bunlar (1.14)
denkleminin I aralığı üzerinde tanımlı eksplisit çözümleridirler.

Bu durumu f1 fonksiyonu için gösterelim.

f1(x) =
√

25− x2 → f ′1(x) =
−x√

25− x2
, ∀x ∈ I

bulunur. (1.14)’te y yerine f1(x)’i, dy
dx

yerine de f ′1(x)’i koyarsak, ∀x ∈ I
için doğru olan

x +
√

25− x2

( −x√
25− x2

)
= 0 veya x− x = 0

özdeşliğini elde ederiz. Böylece f1 fonksiyonu I aralığında (1.14) denk-
leminin bir implisit çözümüdür.

şimdi
x2 + y2 = −25 (1.15)

bağıntısını ele alalım. Bu da (1.14) denkleminin bir implisit çözümü
müdür? (1.15)’i x’e göre kapalı olarak türetelim. O zaman

2x + 2y
dy

dx
veya

dy

dx
= −x

y

buluruz. Bunu (1.14)’te yerine koyarsak

x + y

(
−x

y

)
= 0

biçimsel özdeşliğini elde ederiz. Böylece (1.15) bağıntısı (1.14) dife-
ransiyel denklemini biçimsel olarak sağlar. Tek başına bu sonuçtan,
(1.15)’in (1.14) diferansiyel denkleminin bir implisit çözümü olduğunu
söyleyebilir miyiz? Bu sorunun cevabı ”hayır”’dır. (1.15) bağıntısının,
herhangi bir gerçel I aralığında, (1.14) denkleminin bir eksplisit çözümü
olacak bir fonksiyon tanımladığına dair hiçbir garantimiz yoktur. Bü-
tün bildiğimiz (1.15)’in x ile y arasında, implisit türetme ve yerine
koyma ile (1.14) denklemini biçimsel olarak bir biçimsel özdeşliğe çe-
virdiğidir. Buna biçimsel çözüm denir. çözüm görünümündedir ve bu
aşamada bütün bildiğimiz budur.
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Bir adım daha atıp (1.15)’i y’ye göre çözersek,

y = ∓
√
−25− x2

elde ederiz. Bu ifade x’in her değeri için gerçel olmayan değerler verdi-
ğinden, (1.15) bağıntısının hiçbir gerçel aralıkta hiç bir gerçel fonksiyon
tanımlamadığı sonucuna varırız. Böylece (1.15) gerçekten bir implisit
çözüm değil, (1.14) denkleminin sadece bir biçimsel çözümüdür.

Bundan sonraki bölümlerin yöntemlerini uygularken sık sık, en a-
zından biçimsel çözüm olduklarını kolayca gösterebileceğimiz bağıntılar
elde edeceğiz. Amacımız yöntemlere alışmak olacak ve elimizde bun-
ların gerçek implisit çözümler olduklarına dair hiç bir garanti bulun-
madığı halde, bu suretle elde edilen ifadelere ”çözüm” deyip geçeceğiz.
Durumu daha titiz incelemek gerekince, bu bağıntıların eksplisit çö-
zümler tanımlayan gerçek implisit çözümler olup olmadıkları araştırıl-
malıdır.

dy

dx
= 2x (1.16)

birinci basamak diferansiyel denklemini ele alalım. Bütün gerçel x’ler
için f0(x) = x2 ile tanımlı f0 fonksiyonu (1.16) denkleminin bir
çözümüdür. Sırası ile

f1(x) = x2 + 1, f2(x) = x2 + 2, f3(x) = x2 + 3

ile tanımlı f1, f2, f3 fonksiyonları da öyledir. Aslında bütün gerçel
x’ler için

f(x) = x2 + c (1.17)

ile tanımlı f fonksiyonu, her gerçel ve sabit c için (1.16) denkleminin
bir çözümüdür. Bu sebepten (1.17)’deki c sabitini bir keyf̂ı sabit olarak
görürüz ve (1.16) birinci basamak diferansiyel denkleminin bir keyf̂ı
sabit içeren çözümü bulunduğunu söyleyebiliriz. Bu f çözümüne (1.16)
denkleminin genel çözüm’ü, ve bundan c’ye özel değerler vermekle elde
edilen çözümlere de (1.16) denkleminin özel çözüm’leri denir.

d2y

dx2
+ y = 0 (1.18)

ikinci basamaktan diferansiyel denklemi ile devam edeceğiz ve her x
için

f(x) = c1 sin x + c2 cos x (1.19)



10 BÖLÜM 1. DENKLEMLER VE ÇÖZÜMLER

ile tanımlanan f fonksiyonunu ele alacağız. Bu f fonksiyonunun, c1

ve c2 sabitlerinin her gerçel değeri için (1.18) denkleminin çözümü
olduğunu kolayca gösterebiliriz. Bu sebepten (1.19)’daki c1 ve c2 sabit-
lerini keyf̂ı sabitler olarak görürüz ve (1.18) ikinci basamak diferansiyel
denkleminin iki keyf̂ı sabit içeren çözümü bulunduğunu söyleyebiliriz.
Ayrıca (1.19)’daki c1 ve c2 sabitleri, aynı genelliği koruyarak bir tek
keyf̂ı sabitle değiştiremememiz açısından da temel özellik’tir. (1.19)
çözümüne (1.18) denkleminin genel çözüm’ü, ve bundan c1 ve c2’den
birine veya ikisine birden özel değerler vermekle elde edilen çözümlere
de (1.18) denkleminin özel çözümleri denir. Mesela her x için

g(x) = 5 sin x− 6 cos x

ile tanımlı g fonksiyonu (1.18)’in bir özel çözümüdür.
Burada verilen örnekler ışığında, n. basamaktan bir ad̂ı diferansiyel

denklemin bir çözümü n tane esaslı keyf̂ı sabit bulunduruyorsa, buna
genel çözüm demek uygun düşüyor. Neticede genel çözümün tanımını
böyle yapacağız ama, önce bu esaslı keyf̂ı sabitler kavramına biraz
daha temkinle yaklaşmak iyi olacak. Aynı genelliği korumak üzere
daha az sayıda keyf̂ı sabitle değiştirilemiyorlarsa, bir ifadedeki keyf̂ı
sabitlere, esaslı keyf̂ı sabitler denir. Aynı genellik derecesi kavramını
daha ayrıntılı olarak incelemeye kalkışmayacağız. Onun yerine kavramı
bizim amaçlarımız için yeteri kadar açık hale getirecek iki basit örnek
vereceğiz.

y = c1e
x + c2e

2x

bağıntısındaki c1 ve c2 keyf̂ı sabitlerine bakalım. Bunlar esaslı keyf̂ı sa-
bitlerdir. Genellikten bir şey kaybetmeden bunları bir tek keyf̂ı sabitle
değiştiremeyiz. öte yandan

y = (c1 + c2)e
x (1.20)

bağıntısındaki c1 ve c2 keyf̂ı sabitlerini bir tek c3 keyf̂ı sabiti ile değiştirip

y = c3e
x (1.21)

yazarız ve (1.21) çözümü hala (1.20) kadar geneldir. c1 ve c2’ye değerler
vermek, c3’e belli bir değer vermekle aynı şeydir. Böylece (1.21)’deki
sabitler esaslı değildir. şimdi genel çözüm tanımına dönelim.
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TANIM.

F

(
x, y,

dy

dx
, . . . ,

dny

dxn

)
= 0 (1.22)

n. basamaktan bir ad̂ı diferansiyel denklem olsun.
(1) (1.22) denkleminin n tane esaslı keyf̂ı sabit bulunduran çözü-

müne (1.22)’nin bir genel çözüm’ü denir.
(2) (1.22)’nin bir genel çözümünden, n tane esaslı keyf̂ı sabitin en

az birine özel değerler vererek elde edilen çözüme, (1.22)’nin bir özel
çözüm’ü denir.

(3) (1.22)’nin, n tane keyf̂ı sabitin hiçbir seçimi için elde edilemeyen
çözümüne (1.22)’nin bir tekil çözüm’ü denir.

Örnek 1.5.
d2y

dx2
− 3

dy

dx
+ 2y = 0 (1.23)

ikinci basamak diferansiyel denklemini ve ∀x ∈ R için

f(x) = c1e
x + c2e

2x (1.24)

ile tanımlı f fonksiyonunu gözönüne alalım. (1.24) fonksiyonunun,
c1, c2’nin her seçimi için (1.23) denkleminin bir çözümü olduğu ko-
layca gösterilebilir. Böylece (1.24) fonksiyonu (1.23) denkleminin c1, c2

gibi iki keyf̂ı sabite bağlı bir çözümü olur ve bu sabitler yukarıda an-
lattığımız gibi esaslı keyf̂ı sabitlerdir. Demek ki (1.24) fonksiyonu (1.23)
denkleminin bir genel çözümü’dür.

(1.23) denkleminin bazı özel çözümleri mesela:

f1(x) = 5ex + 6e2x,

f2(x) =
1

2
ex − 3e2x,

ve mesela a0 sizin yaşınız ve w0 da ağırlığınız olmak üzere

f3(x) = a0e
x + w0e

2x,

olarak alınabilir. (1.23) denkleminin hiç tekil çözümü olmadığı kanıt-
lanabilir.
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Örnek 1.6. ∀x ∈ R için

f(x) = c1e
x + c2e

−x + c3 sin x + c4 cos x (1.25)

ile tanımlı f fonksiyonun c1, c2, c3, c4’ün her seçimi için

d4y

dx4
− y = 0 (1.26)

dördüncü basamak diferansiyel denkleminin bir çözümü olduğu göste-
rilebilir. Bu dört sabit, aynı genelliği sağlamak üzere daha az sayıda
sabitle değiştirilemez. Bu yüzden (1.25) fonksiyonu dördüncü basamak-
tan (1.26) denkleminin c1, c2, c3, c4 gibi dört keyf̂ı sabitli çözümü olur
ve böylece denklemin bir genel çözümü’dür.

(1.26) denkleminin bazı özel çözüm’leri:

f1(x) = ex + 2e−x + 5 sin x− 3 cos x,

f2(x) = −ex +
1

2
e−x + 4 sin x + π cos x,

f3(x) = sin x,

olarak alınabilir. (1.26) denklemi de tekil çözümü olmayan denklemler-
dendir.

Örnek 1.7. ∀x ∈ R için

f(x) = (x + c)2 (1.27)

ile tanımlı f fonksiyonunun

(
dy

dx

)2

− 4y = 0 (1.28)

lineer olmayan diferansiyel denkleminin bir çözümü olduğu gösterile-
bilir. Bu denklem birinci basamaktan olduğundan ve (1.27) fonksiyo-
nunda bir tane keyfi sabit bulunduğundan, (1.27) fonksiyonunun (1.26)
denkleminin bir genel çözümü olduğunu söyleyebiliriz.
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(1.28) denkleminin bazı özel çözüm’leri:

f1(x) = x2,

f2(x) = (x + 5)2,

f3(x) = (x− 1

3
)2,

olarak alınabilir. Kuşkusuz bu çözümler c keyfi sabitine sırasıyla 0, 5
ve −1

3
değerleri verilerek (1.27)’den elde edilmişlerdir. şimdi ∀x ∈ R

için
g(x) ≡ 0 (1.29)

ile tanımlı g fonksiyonunun (1.28) denkleminin bir çözümü olduğunu
görüyoruz. Bu çözümü (1.27)’deki c’ye uygun değer vererek elde ede-
meyiz. Böylece (1.29) fonksiyonu (1.28) denkleminin bir tekil çözü-
m’üdür.

B. Diferansiyel Denklemlerin ve Çözümlerinin
Analitik ve Geometrik Yorumları

Analiz diliyle konuşursak diferansiyel denklemin asıl söylediği şey
nedir? Bu soruya cevap vermek için, gerçel değişkenli fonksiyonları i-
fade ederken ne türlü ifadeler kullandığımıza bakalım. Herkesin bildiği
sinüs fonksiyonunu ele alalım. Sinüs fonksiyonu denilen fonksiyonun de-
ğerlerini çoğu kere f(x) = sin x kapalı gösterimiyle ifade ederiz. Aynı
değerleri sonsuz seri ile:

f(x) = x− x3

3!
+

x5

5!
− . . . =

∞∑

n=1

(−1)n+1x2n−1

(2n− 1)!

veya f(x) =
∫ x
0 cos tdt integral temsili ile de ifade edebiliriz.

Şimdi diferansiyel denklemlere geri dönelim ve

dy

dx
= cos x

basit diferansiyel denklemini ele alalım. Bu denklemin genel çözümü
c keyf̂ı bir sabit olmak üzere ∀x ∈ R için f(x) = sin x + c ile tanımlı
fonksiyondur. x = 0’da y = 0 şartını sağlayan özel çözüm f1(x) =
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sin x olmak üzere y = f1(x) ile verilen çözümdür. Daha sonra bu
özel çözümün, bu şartı sağlayan yegane çözüm olduğunu göreceğiz.
Böylece dy

dx
= cos x diferansiyel denkleminin ve x = 0’da y = 0

olma şartının birlikte, değerleri f1(x) = sin x olan f1(x) fonksiyonunu
tanımladığını söyleyebiliriz. Ayrıca dy

dx
= cos x diferansiyel denklemi,

değerleri fc(x) = sin x + c olan fc(x) fonksiyonlarını tanımlamak için
de bir gereçtir.

Bu basit örnek, bu kısmın başında sorduğumuz bir soruya cevap
verme imkanı sağlıyor. Yaptığımız gözlemleri genelleştirerek diferan-
siyel denklemlerin sadece, çözümleri olan fonksiyonları tanımlamakta
kullanılan bir gereç olduğunu söyleyebiliriz. Aslında bugün bildiğimiz
fonksiyonların çoğu, ilk defa kendilerini tanımlayan diferansiyel denk-
lemler olarak ortaya çıkmışlardır.

Şimdi diferansiyel denklemin geometri dilindeki anlamını ve çözüm-
lerinin geometrik önemini araştıralım. önce F gibi bir gerçel değerli
fonksiyonun xy-düzleminde bir y = F (x) eğrisi ile temsil edilebileceğini
ve F ’nin x noktasındaki F ′(x) türevinin, y = F (x) eğrisinin x nok-
tasındaki teğetinin eğimi olarak alınabileceğini hatırlatalım. Böylece f
bir gerçel fonksiyon olmak üzere

dy

dx
= f(x, y) (1.30)

genel birinci basamak diferansiyel denklemi geometrik olarak, f fonk-
siyonunun tanımlı olduğu her (x, y) noktasında f(x, y) eğimini tanım-
layan bir bağıntı olarak yorumlanabilir. (1.30) denkleminin genel çö-
zümünün, c bir keyf̂ı sabit olmak üzere

y = F (x, c) (1.31)

şeklinde yazılabildiğini varsayalım. (1.31) denklemi geometrik olarak,
xy-düzleminde bir-parametreli eğri ailesi denilen ve her noktasındaki
teğetinin eğimi, (1.30) diferansiyel denkleminden hesaplanan eğrilerle
temsil edilen, bir fonksiyon ailesi tanımlar. (1.30) diferansiyel denklem-
inin çözümlerinin grafikleri olan bu eğrilere, (1.30) diferansiyel denkle-
minin integral eğrileri denir.

Bir integral eğrisinin belli bir (x0, y0) noktasından geçmesi istenirse,
bu nokta (1.31) denklemini sağlamalı, yani y0 = F (x0, c) olmalıdır. Bu
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eşitlikten c belli bir c0 sabiti olarak bulunur ve denklemi y = F (x, c0)
olan belirli bir integral eğrisi verir. Bu şekilde elde edilen F fonksiyonu
(1.30) diferansiyel denkleminin, grafiği (x0, y0) noktasından geçen özel
çözümüdür.

Basit bir örnek olarak daha önce incelediğimiz dy
dx

= cos x diferan-
siyel denklemini yeniden ele alacağız. Genel çözümü y = sin x+c olarak
yazılabilir ve xy-düzleminde, ailenin herhangi bir eğrisinin, verilen bir
(x, y) noktasındaki eğimi cos x ile hesaplanan bir parametreye bağlı bir
eğri ailesi tanımlar. Değerleri y = sin x+c ile verilen bu ”sinüs eğrileri”,
dy
dx

= cos x diferansiyel denkleminin integral eğrileridir.

Bu incelemeyi sürdürerek, n. basamaktan bir diferansiyel denklemi,
xy-düzleminde n parametreli eğri ailesi tanımlayan bir bağıntı olarak
yorumlayabiliriz.

C. Çözüm Yöntemleri

Bir diferansiyel denklemi çözeceğiz dediğimiz zaman, bu denkleme
bir ya da daha çok çözüm bulacağımızı söylemiş oluyoruz. Bu nasıl
yapılır ve gerçek anlamı nedir? Bu kitabın büyük kısmı diferansiyel
denklemleri çözmeğe yarayan çeşitli yöntemlerin incelenmesine ayırıl-
mıştır. Uygulanacak yöntem, incelenen denklemin tipine bağlıdır ve
burada özel yöntemlerin incelenmesine girişmeyeceğiz.

Bununla birlikte, çeşitli yöntemlerden biriyle bir diferansiyel denk-
lemi çözdüğümüzü varsayalım. Acaba bu zorunlu olarak, bilinen ele-
manter fonksiyonların bir sonlu toplamıile kapalı ifade dediğimiz türde
yazılmış bir f eksplisit çözümü bulduğumuz anlamına mı gelir? Yani
kabaca söylersek, diferansiyel denklemi çözdük diyebilmemiz için, çö-
zümü ifade eden bir ”formül” bulmuş olmamız zorunlu mudur? Bu
sorunun cevabı ”hayır”dır. Çözümleri bu şekilde ifade edilen difer-
ansiyel denklemlerin sayısı nisbeten çok azdır. Aslında kapalı çözüm,
diferansiyel denklemler alanında bir lükstür. 2. ve 4. Bölüm’lerde ka-
palı çözümleri bulunan diferansiyel denklemleri ele alacağız ve böyle
çözümleri bulmak için kullanılabilecek tam çözüm yöntemlerini incele-
yeceğiz. Ancak az önce de söylediğimiz gibi böyle denklemler küçük bir
azınlıktır ve tam çözümleri bulunamayan denklemleri ”çözmek”ten ne
anladığımızı açıkça ortaya koymalıyız. Böyle denklemler, bazıları 6, 9
ve 13. Bölüm’lerde incelenecek olan çeşitli yöntemlerle yaklaşık olarak
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çözülür. Bu yaklaşık çözümler’in gerçekte bize sağladıkları şey nedir?
Bu sorunun cevabı uygulanan yönteme bağlıdır.

Seri çözüm yöntemleri, çözümleri sonsuz seriler şeklinde ifade e-
derken, sayısal yöntemler çözüm fonksiyonlarının, serbest değişkenin
seçilmiş değerlerinde alacağı değerleri yaklaşık olarak verir. Grafik yön-
temler ise integral eğrilerinin grafiklerini yaklaşık olarak sağlarlar. Bu
yöntemler, verdikleri sonuçlar yaklaşık olduğundan kapalı çözümler ka-
dar itibar görmezler. Ancak tam çözüm verecek yöntemler uygula-
namıyorsa, yaklaşık çözümlere dönmekten başka yapılacak bir şey yok-
tur. Günümüzde bilim ve mühendislikten gelen problemler, tam çözüm
yöntemlerinin uygulanmasına imkan vermeyen diferansiyel denklemler
üretmeye devam ediyor ve yaklaşık çözümler gittikçe daha fazla önem
kazanıyor.

D. Diğer Örnekler

Örnek 1.8. y = cx + 2c2 fonksiyonunun y = xy′ + 2(y′)2 diferan-
siyel denkleminin bir genel çözümü olduğu bellidir. y1 = −x2

8
ise aynı

denklemin bir başka çözümüdür ve verilen genel çözümden c’nin uygun
belirlenmesi suretiyle elde edilemez. O halde bu, genel çözüme nazaran
bir tekil çözümdür.

n. basamaktan bir diferansiyel denklemin

y(i)(x0) = ki, i = 0, 1, . . . , n− 1

koşullarını sağlayan çözümlerini bulma problemine başlangıç değer
problemi denir. Bu koşullara da başlangıç koşulları adı verilir.

Örnek 1.9. y′′ = 1
x

+ 2x cos x2 diferansiyel denkleminin (0,∞) a-
ralığında y(1) = 0 ve y′(1) = 1 + sin 1 başlangıç koşullarını sağlayan
çözümü bulunuz.

Verilen diferansiyel denklemin bir genel çözümü iki kere integre et-
mekle y′ = ln x+sin x2+c ve y = x ln x+

∫ x
1 sin t2dt+(c−1)x+b olarak

bulunur. y′(1) = 1 + sin 1 başlangıç koşulunu kullanarak c = 1 ve
y(1) = 0’dan da b = 0 buluruz. O halde verilen başlangıç değer prob-
leminin çözümü y = x ln x +

∫ x
1 sin t2dt olarak elde edilir.
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ALIŞTIRMALAR

Aşağıda verilen fonksiyonların a ve b nin her değeri için, verilen
diferansiyel denklemin çözümü olduğunu gösteriniz.

1. y′′ + 4y = 0 y = a cos 2x + b sin 2x
2. y′′ − 4y = 0 y = ae2x + be−2x

3. y′′ + 3y′ + 2y = 12e2x y = ae−x + be−2x + e2x

4. y′′ − 6y′ + 9y = 0 y = ae3x + bxe3x

5. (cos 2x)y′ + 2(sin 2x)y = 2 y = a cos 2x + sin 2x
6. y′′ + (y′)2 + 1 = 0 y = ln cos (x− a) + b
7. 2xydy = (y2 − x)dx y2 = ax− x ln x

8. ∂2u
∂x2 = ∂u

∂t
y = ae−9t cos (3x + b)

9. ∂2u
∂x2 = ∂2u

∂t2
y = af(x + 2t) + bg(x− 2t),

f, g keyfi

Aşağıdaki denklemlerin tam çözümlerini bulunuz.

1. y′ = 1− 2 sin 2x 2. y′ = 2
x(2−x)

3. y′′ = 1 + tan2 x 4. y′′ = e−x + 9 cos 3x
5. y′′′ = 2

x3 + sec x(1 + tan2 x) 6. yiv = sinh x
2

Aşağıdaki başlangıç değer problemlerini çözünüz.

1. y′ = xe3x, y(0) = 0

2. (sin x)dx− (cos x)dy = 0 , y(0) = 1

3. y′ = 2arctan x, y(0) = 0

4. y′′ = (1− x2)−
1
2 , y(0) = 1, y′(0) = 0

5. y′′ = 9 cos x sin 2x, y(π) = 2, y′(π) = 6

6. y′′′ = 48 cos x, y(0) = 2, y′(0) = −6, y′′(0) = 0

Aşağıda birinci sütunda verilen fonksiyonların, x ekseni üzerindeki
her a < x < b aralığında, ikinci sütunda verilen diferansiyel denklem-
lerin çözümü olduğunu gösteriniz.
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1. f(x) = x + 3e−x y′ + y = x + 1
2. f(x) = 2e3x − 5e4x y′′ − 7y′ + 12y = 0
3. f(x) = ex + 2x2 + 6x + 7 y′′ − 3y′ + 2y = 4x2

4. f(x) = 1
1+x2 (1 + x2)y′′ + 4xy′ + 2y = 0

Aşağıdaki problemleri çözünüz.

1. x3 + 3xy2 = 1 bağıntısının 2xyy′ + x2 + y2 = 0 diferansiyel denk-
leminin 0 < x < 1 aralığında bir implisit çözümü olduğunu gösteriniz.

2. 5x2y2 − 2x3y2 = 1 bağıntısının xy′ + y = x3y3 diferansiyel
denkleminin 0 < x < 5/2 aralığında bir implisit çözümü olduğunu
gösteriniz.

3. c1, c2 keyf̂ı sabitler olmak üzere f(x) = c1e
4x + c2e

−2x ile tanımlı
f fonksiyonunun y′′ − 2y′ − 8y = 0 diferansiyel denkleminin bir genel
çözümü olduğunu gösteriniz.

4. c1, c2, c3 keyf̂ı sabitler olmak üzere g(x) = c1e
2x + c2xe2x + c3e

−2x

ile tanımlı g fonksiyonunun y′′′ − 2y′′ − 4y′ + 8y = 0 diferansiyel
denkleminin bir genel çözümü olduğunu gösteriniz.

5. m sabitinin bazı değerleri için f(x) = emx ile tanımlı f fonksiyo-
nu y′′′− 3y′′− 4y′ + 12y = 0 diferansiyel denkleminin çözümüdür. Bu
m değerlerini bulunuz.

6. n sabitinin bazı değerleri için g(x) = xn ile tanımlı g fonksiyonu
x3y′′′ + 2x2y′′ − 10xy′ − 8y = 0 diferansiyel denkleminin çözümüdür.
Bu n değerlerini bulunuz.

7. f(x) = 3e2x − 2xe2x − cos 2x ile tanımlı f fonksiyonunun y′′ −
4y′ + 4y = −8 sin 2x diferansiyel denklemini ve f(0) = 2, f ′(0) =
4 şartlarını sağladığını gösteriniz.
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1.3 B.D.P., S.D.P. ve Çözümlerin Varliği

A. Başlangıç ve Sınır Değer Problemleri

Bu kısıma oldukça basit bir problemle başlayacağız.

Problem.
dy

dx
= 2x (1.32)

diferansiyel denklemininin x = 1’de 4 değerini alan bir f çözümünü
bulunuz.

Çözüm. Önce problemi anladığımızdan emin olalım. Aşağıdaki
özellikleri gösteren bir f gerçel fonksiyonu arıyoruz:

(1) f fonksiyonu (1.32) diferansiyel denklemini sağlamalıdır. Yani,
bir I aralığındaki her gerçel x için f ′(x) = 2x olmalıdır.

(2) f fonksiyonu x = 1’de 4 değerini almalıdır. Yani, f(1) = 4
özelliğini göstermelidir.

Daha önce (1.32) denkleminin genel çözümünün c bir keyf̂ı sabit
olmak üzere

f(x) = x2 + c, (1.33)

ile verildiğini görmüştük. şimdi c sabitini, (1.33)’ün (2) şartını sağla-
masına imkan verecek şekilde bulmağa çalışalım. 4 = c + 1, ve böylece
c = 3 olmalıdır.

f(x) = x2 + 3

ile tanımlı f özel çözümü, (1.32) diferansiyel denkleminin x = 1’de 4
değerini alan çözümüdür. Başka bir deyimle f(x) = x2+3 ile tanımlı f
fonksiyonu, problemde konulan iki şartı da sağlar.

Bu tip problemler ve çözümüleri için kısaltılmış gösterim. (1.32)
diferansiyel denklemi ve çözümün x = 1’de 4 değerini alma şartı, bir
bakıma kısaltılmış olarak {

dy
dx

= 2x
y(1) = 4

şeklinde ifade edilebilir. y(1) = 4 yazımı çözümün x = 1’de 4 değerini
alması hakkındaki ek şartı temsil ediyor. Yine problemin çözümü olan
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ve f(x) = x2 + 3 ile tanımlanan f fonksiyonu da

y = x2 + 3

gösterimi ile kısaltılabilir. y(1) = 4 ve y = x2 + 1 gösterimleri bazı
bakımlardan arzu edilmeyen ifadelerdir. Ancak geleneksel oldukları ve
kolaylık sağladıkları için üstünlükleri vardır. Bu gösterim bu özellikleri
sebebiyle bundan sonra bu kitapta da kullanılacaktır.

Diferansiyel denklemlerin uygulamalarında çok sık karşılaşılan prob-
lemler, hem diferansiyel denklem ve hem de diferansiyel denklemin
çözümünün sağlaması istenen bir, ya da daha fazla ek şart (ya da
yan şart) bulundurmaları bakımından yukarıdaki ilk probleme benz-
erlik gösterirler. Yan şartların hepsi de bir tek x değerine aitse prob-
leme başlangıç değer problemi (ya da bir nokta sınır değer problemi), bu
şartlar iki farklı x değerini birbirine bağlıyorsa probleme iki nokta sınır
değer problemi (ya da kısaca sınır değer problemi) denir. Bu kavram-
ları örneklerle gösterecek ve bu tür problemlerden birini ayrıntısı ile
ele alacağız.

Örnek 1.10. 



d2y
dx2 + y = 0
y(1) = 3
y′(1) = −4

Bu problem,
d2y

dx2
+ y = 0

diferansiyel denkleminin x = 1’de 3 değerini alan ve birinci türevi x = 1
de −4 olan çözümünü bulma işinden oluşmaktadır. Bu şartlardan ikisi
de x’in aynı bir değeri ile, yani x = 1 ile ilgilidir. Böylece bu bir
başlangıç değer problemidir. Daha sonra bu problemin bir tek çözümü
olduğunu göreceğiz.

Örnek 1.11. 



d2y
dx2 + y = 0
y(0) = 1

y
(

π
2

)
= 5
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Bu problemde aynı diferansiyel denklemin çözümünü arıyoruz. Ancak
bu sefer çözüm, x = 0’da 1, x = π

2
’da 5 değerini almalıdır. Yani şartlar

iki farklı x değerini, 0 ile π
2
’yi birbirine bağlamaktadır. Bu, iki noktalı

sınır değer problemidir. Bu problemin de tek çözümü vardır. Ancak





d2y
dx2 + y = 0
y(0) = 1
y(π) = 5

.

sınır değer probleminin hiç çözümü yoktur. Bu basit örnek, sınır değer
problemlerinin hafife alınmaması gerektiğini göstermektedir.

Şimdi birinci basamaktan diferansiyel denklemlerin başlangıç değer
problemlerini daha ayrıntılı olarak inceleyeceğiz.

TANIM. f , xy-düzleminin D gibi bir bölgesinde1 x ve y’nin sürekli
bir fonksiyonu olmak üzere

dy

dx
= f(x, y) (1.34)

birinci basamaktan diferansiyel denklemini ele alalım. (x0, y0) ∈ D
olsun. (1.34)’e ait başlangıç değer problemi , (1.34) denkleminin, x0’ı
içinde bulunduran bir aralıkta tanımlı ve

φ(x0) = y0

başlangıç şartını sağlayan φ çözümünü bulma problemidir.

Adet olmuş kısa gösterim ile bu başlangıç değer problemi

{
dy
dx

= f(x, y)
y(x0) = y0

olarak yazılabilir.
Bu problemi çözmek için, sadece (1.34) denklemini sağlamakla kal-

mayıp, x = x0 olduğunda y0 değerini alan bir φ fonksiyonu bulmalıyız.

1Bölge, açık irtibatlı bir kümedir. Bu tür kavramlara aşina olmayanlar bölgeyi,
düzlemde basit kapalı bir eğrinin iç tarafı olarak düşünebilirler.
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Geometri diliyle konuşursak, (1.34)’ün, (x0, y0) noktasından geçen inte-
gral eğrisini bulmak istiyoruz. Bunun için önce diferansiyel denklemin

g(x, y, c) = 0 (1.35)

genel çözümü bulunur. (x0, y0) noktası bunu sağlayacağından

g(x0, y0, c) = 0

elde edilir. Bu denklemden c’yi çözersek, c0 gibi bir değer buluruz.
Şimdi (1.35) eşitliğindeki c keyf̂ı sabitini c0 ile değiştirerek g(x, y, c0) =
0 özel çözümünü elde ederiz. Daha sonra bu eşitlikten problemin
şartlarını sağlayan eksplisit çözüm üretilir.

Örnek 1.12.
dy

dx
= −x

y
, (1.36)

y(3) = 4 (1.37)

başlangıç değer problemini çözünüz.

(1.36) diferansiyel denkleminin genel çözümünün

x2 + y2 = c2 (1.38)

olduğu bilinmektedir. (1.37) şartı, (1.36) denkleminin x = 3’te y = 4
değerini alan çözümünü arayacağımızı söylemektedir. Böylece (3, 4)
sayı çifti (1.38) bağıntısını sağlamalıdır. (1.38)’de x = 3 ve y = 4
koyarak

9 + 16 = c2 veya c2 = 25

buluruz. Şimdi c2’nin bu değerini (1.38)’de yerine koyarsak

x2 + y2 = 25

elde ederiz. Buradan y’yi çözersek

y = ±
√

25− x2

buluruz. y’nin x = 3’te 4 değerini alabilmesi için bu ifadede artı işare-
tinin seçilmesi gerekeceği bellidir. Böylece

f(x) =
√

25− x2, −5 < x < 5
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ile tanımlı f fonksiyonu problemin çözümüdür. Daha önce tanıttığımız
gösterimle bu çözümü y =

√
25− x2 olarak yazabiliriz.

B. çözümlerin Varlığı

Örnek 1.12.’de ele alınan başlangıç değer probleminin çözümünü bu-
labildik. Acaba bütün başlangıç ve sınır değer problemlerinin çözümü
var mıdır? Örnek 1.11’in sonunda





d2y
dx2 + y = 0
y(0) = 1
y(π) = 5

sınır değer problemine işaret etmiş ve hiç çözümü olmadığını söyleyerek
bu soruya olumsuz cevap vermiştik. Böylece çözümlerin varlığı sorunu
ortaya çıkmış oldu. Acaba verilen başlangıç veya sınır değer problemi-
nin çözümü var mıdır? Daha sonraki bölümlerde bu tür problemlerle
karşılaştıkça bu soruya çeşitli cevaplar vermeğe çalışacağız. Şimdilik bu
sorunu biraz önce tanımını yaptığımız başlangıç değer problemi için ele
alalım. Bu durumda kesin bir cevap verebiliriz. Bu tanıma uyan her
başlangıç değer probleminin en az bir çözümü vardır.

Ancak bu durumda başka bir sorun, çözümün tekliği meselesi ortaya
çıkar. Böyle bir problemin birden fazla çözümü olabilir mi?

{
dy
dx

= y
1
3

y(0) = 0

başlangıç değer problemini ele alalım.

f1(x) = 0, ∀x ∈ R

f2(x) =
(

2

3
x

) 3
2

, x ≥ 0; f2(x) = 0, x ≤ 0

ile tanımlı f1, f2 fonksiyonlarının ikisinin de bu başlangıç değer prob-
leminin çözümü olduğu gösterilebilir. Aslında bu problemin sonsuz
sayıda çözümü vardır. Artık teklik ile ilgili sorunun cevabı bellidir.
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Çözüm tek olmak zorunda değildir. Çözümün tekliğini garanti et-
mek için muhakkak ek şartlar koşulmalıdır. Şimdi bu ek koşulların
ne olduğunu Teorem 1.1’de göreceğiz.

TEOREM 1.1. Temel Varlık ve Teklik Teoremi.

Hipotez.
dy

dx
= f(x, y) (1.34)

birinci basamaktan diferansiyel denklemini ele alalım. Burada

(a) f fonksiyonu, xy-düzleminin D gibi bir bölgesinde x ve y’nin tek
değerli, sürekli bir fonksiyonu ve

(b) ∂f
∂y

kısmı̂ türevi de, (x, y) ∈ D için x ve y’nin sürekli bir fonksi-

yonu, ayrıca (x0, y0) ∈ D olsun.

Hüküm. (1.34) denkleminin, h > 0 yeterince küçük olmak üzere
bir |x− x0| ≤ h aralığında tanımlı olan ve

φ(x0) = y0 (1.39)

şartını sağlayan bir tek φ çözümü vardır.

Açıklayıcı Uyarılar. Bu temel teorem, diferansiyel denklemler
teorisinde karşımıza çıkan ilk teoremdir. Bu yüzden anlamını ayrıntılı
olarak açıklamağa çalışacağız.

(a) Bu bir Varlık ve Teklik Teoremi’dir. Bu teorem bize bazı (hipo-
tezde ifade edilen) şartlar altında, bazı şeylerin (hükümde tarif edilen
çözümün) var olduğunu ve tek olduğunu (tarif edilen türden bir tek
çözüm vardır) söylemektedir. Ancak bu çözümün nasıl bulunacağı
konusunda hiçbir ipucu vermemekte, sadece problemin bir çözümü ol-
duğunu haber vermektedir.

(b) Hipotez bize adı geçen şeylerin hangi şartları sağlaması gerekti-
ğini söylemektedir. İki nesne ilgi alanına girmektedir: (1.34) diferan-
siyel denklemi ve (x0, y0) noktası. (1.34) diferansiyel denklemi için
hipotez, hem f fonksiyonunun ve hem de (f(x, y)’nin y’ye göre kısmı̂
türevinin alınmasıyla elde edilen) ∂f

∂y
fonksiyonunun xy-düzleminin bir

D bölgesinde sürekli olmalarını istemektedir. (x0, y0) noktası da, için
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de, hem f ’nin ve hem de ∂f
∂y

’nin iyi huylu (sürekli) oldukları aynı D
bölgesinin noktası olmalıdır.

(c) Hüküm, hipotezde konulan şartlar sağlandığında bize ne garanti
edildiğini sıralamaktadır. Hüküm bize diferansiyel denklemin, merkezi
x0 olan bir |x−x0| ≤ h aralığında tanımlı ve x = x0 değerini aldığında y0

değerini alan bir ve yalnız bir φ çözümünün varlığını garanti etmektedir.
Yani f(x, y) üzerine konan şartlar altında

{
dy
dx

= f(x, y)
y(x0) = y0

başlangıç değer problemi’nin, x0 başlangıç noktasının bir komşuluğunda
tanımlı bir tek çözümü vardır.

(d) Teoremin ispat’ı burada verilmemektedir. Onu daha az kısıtla-
yıcı şartlar altında 10. Bölüm’de ispatlayacağız. Burada hipotezdeki
şartların yeterli ama gerekli olmadığını söylemekle yetinelim. Yani
bu şartların sağlanması bize, hüküm cümlesinde söylenenleri garanti
eder; ancak, hipozdeki şartların hepsi yerine gelmediği halde bir tek
çözüme sahip olmamız mümkündür. Bunu 10. Bölüm’de ayrıntısıyla
ele alacağız. İncelemesini ileriye bıraktığımız bir başka şey de, hüküm
cümlesinde geçen h. Şimdilik onun sadece ”yeteri kadar küçük” bir
pozitif sayı olduğunu söylemekle yetinelim.

(e) Bir varlık teoremin kıymet’i, onu üzerinde biraz daha durul-
maya değer yapar. Madem çözümü nasıl bulacağımızı bize söylemiyor,
o halde ne yararı var? diye sorulabilir. Bu sorunun cevabı kolaydır:
varlık teoremi bize aranacak bir çözümün var olduğunu haber verir.
Problemin çözümü yoksa, onu bulmak için harcanacak emek, zaman
ve para yabana gidecek demektir. Teklik teoreminin faydasına gelince:
daha sonra başka çözümler de bulunduğunu ve daha önce bulduğumuz
çözümün bizim istediğimiz olmadığını farkettiğimizde, bu özel çözümü
bulmak için harcadığımız emek, zaman ve para yine yabana gitmiş ola-
caktır.

Bu biraz lüzumundan uzun gibi görünen tartışmayı, bundan önce
bu türden teoremlerle karşılaşmadığını düşündüğümüz okuyucunun, bu
önemli teoremin gerçekten ne ifade ettiği konusunda daha kesin bir
fikir sahibi olmasını sağlamak için verdik. Bu tartışmanın ona, daha
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sonra bu kitapta veya başka yerlerde karşılaşacağı bu tür teoremleri in-
celemesinde yardımcı olacağını umuyoruz. şimdi Teorem 1.1.’in uygu-
lanışını gösteren iki örnek vereceğiz.

Örnek 1.13. {
dy
dx

= x2 + y2

y(1) = 3

Başlangıç değer problemini ele alalım. Bu denkleme Teorem 1.1.’i uygu-
layalım. Önce hipotez’i kontrol edeceğiz. Burada f(x, y) = x2 + y2 ve
∂f(x,y)

∂y
= 2y olmaktadır. f ve ∂f

∂y
, xy-düzleminin her D bölgesinde

süreklidir. y(1) = 3 başlangıç koşulu x0 = 1, y0 = 3 anlamına gelir
ve (1, 3) noktası kuşkusuz böyle bir D bölgesi içindedir. Böylece hipotez
yerine gelir ve hükümde garanti edilenleri bekleriz. Yani dy

dx
= x2 + y2

diferansiyel denkleminin, x0 = 1 noktası etrafındaki bir |x − 1| ≤ h
aralığında tanımlı, φ(1) = 3 başlangıç şartını sağlayan tek bir φ çözümü
vardır.

Örnek 1.14.

(A)

{
dy
dx

= y√
x

y(1) = 2
ve (B)

{
dy
dx

= y√
x

y(0) = 2

Başlangıç değer problemlerini ele alalım. Burada

f(x, y) =
y√
x

ve
∂f(x, y)

∂y
=

1√
x

olmaktadır. Her iki fonksiyon da x = 0 (yani y-ekseni ) dışında sürek-
lidirler.

(A) probleminde x0 = 1, y0 = 2 ’dir. Merkezi (1, 2)’de bulunan 1
birim kenarlı karenin içi, y-ekseninden nokta bulundurmaz . Böylece
hem f ve hem de ∂f

∂y
, hipotezi bu kare içinde yerine getirirler. Bu

karenin içi Teorem 1.1’in D bölgesi olarak alınabilir ve (1, 2) noktası
kuşkusuz bu D bölgesi içindedir. Böylece bu teorem (A) problemine
uygulanabilir ve problemin x0 = 1 noktası etrafındaki yeterince dar bir
aralıkta tanımlı tek bir çözümü vardır.

Şimdi (B) problemine gelelim. Burada x0 = 0, y0 = 2 ’dir. Bu
noktada ne f ve ne de ∂f

∂y
süreklidir. Başka bir deyişle (0, 2) noktası,
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istenen özelliklere sahip hiçbir D bölgesinde bulunmaz. Böylece Teorem
1.1.’den (B) probleminin çözümü olduğu sonucunu çıkaramayız. Dikkat
edilsin ki (B) probleminin çözümü yoktur demiyoruz, sadece Teorem
1.1.’in lehte veya aleyhte birşey söylemediğini belirtmek istiyoruz.

ALIŞTIRMALAR

1. y = 4e2x + 2e−3x fonksiyonunun




d2y
dx2 + dy

dx
− 6y = 0

y(0) = 6
y′(0) = 2

başlangıç değer probleminin çözümü olduğunu gösteriniz.
y = 2e2x + 4e−3x fonksiyonu da aynı probleminin çözümü müdür?

Cevabınızın gerekçelerini açıklayınız.

2. dy
dx

+ y = 2xe−x diferansiyel denkleminin genel çözümü y =
(x2 + c)e−x olarak veriliyor. Aşağıdaki başlangıç değer problemlerinin
çözümlerini bulunuz.

(A)

{
dy
dx

+ y = 2xe−x

y(0) = 2
(B)

{
dy
dx

+ y = 2xe−x

y(−1) = e + 3

3. d2y
dx2 − dy

dx
−12y = 0 diferansiyel denkleminin genel çözümü y =

c1e
4x + c2e

−3x olarak veriliyor. Aşağıdaki başlangıç değer problemlerini
çözünüz.

(A)





d2y
dx2 − dy

dx
− 12y = 0

y(0) = 5
y′(0) = 6

(B)





d2y
dx2 − dy

dx
− 12y = 0

y(0) = −2
y′(0) = 6

4. d2y
dx2 + y = 0 diferansiyel denkleminin genel çözümü y = c1 sin x +

c2 cos x olarak veriliyor. Aşağıdaki başlangıç değer problemlerini çözü-
nüz.

(A)





d2y
dx2 + y = 0
y(0) = 0
y′(π/2) = 1

(B)





d2y
dx2 + y = 0
y(0) = 1
y′(π/2) = −1

(C)





d2y
dx2 + y = 0
y(0) = 0
y′(π) = 1
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5.

x3 d3y

dx3
− 3x2 d2y

dx2
+ 6x

dy

dx
− 6y = 0

diferansiyel denkleminin genel çözümü y = c1x + c2x
2 + c3x

3 olarak
veriliyor. Yukarıdaki diferansiyel denklem ile

y(2) = 0, y′(2) = 2, y′′(2) = 6

şartlarından oluşan başlangıç değer problemini çözünüz.

6. Aşağıdaki başlangıç değer problemlerinin x0 = 1 noktası etra-
fındaki yeterince dar bir |x− 1| ≤ h aralığında tanımlı tek bir çözümü
olduğunu göstermek için Teorem 1.1’i uygulayınız.

(A)

{
dy
dx

= x2 sin y
y(1) = −2

(B)

{
dy
dx

= y2

x−2

y(1) = 0

7. P (x) ve Q(x) üçüncü dereceden polinomlar olmak üzere

(A)

{
dy
dx

= P (x)y2 + Q(x)y
y(2) = 5

başlangıç değer problemini gözönüne alınız. Bu problemin x0 = 2 nok-
tası etrafındaki bir |x − 2| ≤ h aralığında tanımlı tek bir çözümü var
mıdır? Cevabınızın gerekçelerini açıklayınız.
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