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YAZARIN ONSOZUNDEN

Bu kitap diferansiyel denklemlerin temel yontemlerine, teorisine ve
uygulamalarina bir girig mahiyetindedir. Bu kitab1 okumak isteyecek-
lerin birinci sinif tiniversite matematigini bildikleri kabul edilmektedir.

Konu okuyucuya ayrintili sekilde sunulmustur. Onemli kavramlar
dikkatle yazilmig tanimlar halinde verilmig, 6nemli sonuclar da teorem-
ler olarak ifade edilmigtir. ¢oziim yontemlerinin de etraflica anlatimina
ozen gosterilmistir. Tamimlar, teoremler ve ¢oziim yontemleri gesitli
orneklerle daha anlasilir hale getirilmigtir. En yararh ve uygulama
alani genig ¢oziim yontemleri birden fazla bagtan sona ¢oziilmiig 6rnekle
aydinlatilmistir. Temel teoremlerin bircogunun ayrintili ve dikkatle ya-
pilmig ispatlari da metinde yer almistir. Ashinda ispatlardaki ayrinti
zenginligi ve agiklayic1 ornekler, iyi anlatimin temel ozelliklerindendir.

Kitap iki ana kisma ayirilmigtir. 1. Boliim’den 7.’ye kadar olan bi-
rinci kisim en temel kavramlarla, teoremlerle, yontemlerle ve konunun
uygulamalar ile ilgilidir. Ikinci kisim okuyucuyu bazi uzmanlik alan-
larina gotirir, daha gelismis yontemlerle karsi kargiya getirir ve temel
teoriye sistematik bir girig saglar.

1. Boliim, ¢oziimiin anlami ve ek kosullu problemler tizerinde du-
rarak diferansiyel denklemlerin en temel kavramlarimi tanitir. 2. Boliim
en taninmig birinci basamak denklem tiplerinin geleneksel hale gelmis
¢oziim yontemlerini verir. Boliim, fazla onemli olmayan tipler kisaca
gecilebilecek ya da kolayca atlanabilecek sekilde diizenlenmisgtir. 3.
Boliim okuyucuya birinci basamaktan denklemlerin bazi temel uygu-
lama alanlarini tamitir. Daha yiiksek basamaktan onemli lineer di-
feransiyel denklemler ilk defa 4. Boliim’de boy gosterirler. Temel
kavramlar ve teoremler ilk defa burada tanitilir ve 6rneklerle agiklanir
ama cogunun ispati 11. Boliim’e birakilir. Boliimiin biiytik bir kismi
sabit katsayili lineer denklemlere ayirilmigtir. 5. Bolim, 4. Bolim™in
yontemlerini, titregimlerdeki ve elektrik devrelerindeki problemlere uy-
gular. Seri geklindeki ¢oztimler, Bessel denklemlerine ve Bessel fonksi-
yonlarina kisa bir girig yapan 6. Bolim’tin konusudur. Lineer sistemler
7. Bolim’de tanitilmig ve uygulamalar: anlatilmigtir.

Kitabin ikinci kismina gegersek, 8. Boliim sayisal yontemlere agirlik
taniyarak, birinci basamak denklemleri ¢ozmege yarayan bazi yaklagik
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¢oziim yontemleri anlatir. 9. Boliim’de Laplace Dontigiimii ile ilgili
temel kavramlar ve sonuclar gelistirilmis ve sabit katsayili lineer dife-
ransiyel denklemlere uygulanmigtir. Adi diferansiyel denklemler konu-
sunun temel teorisi 10. ve 11. Boliim’lerin konusu olmugtur. 10. Bolim
daha ziyade birinci basamaktan baslangi¢ deger problemleri i¢in temel
varlik teoreminin ifadesi ve ispati ile megguldiir. Buradan 11. Boliim’e
gecilince, daha yiiksek basamaktan denklemler iizerine temel teorem-
lerin tam ifadelerine ve ispatlarina rastlanir. Burada yer alan onemli
konular arasinda Wronski teorisi, es denklem ve klasik Sturm teorisi
bulunur. Bundan sonra 12. Boélim Sturm-Liouville sinir deger prob-
lemlerine bir girigle agilir ve trigonometrik Fourier serisinin inceleme-
sine geger. 13. Boliim 6nemi ve ilgilenenleri giinden giine hizla artan,
lineer olmayan diferansiyel denklemler konusuna girer. Burada iglenen
konular arasinda kritik noktalar, limit ¢evrimler ve Kryloff-Bogoliuboff
yontemi de vardir. Son boliim olan 14. Boliim, kismi diferansiyel denk-
lemlerin incelenmesinde de kullanilacak olan bir adi diferansiyel denk-
lem sistemi cesidinin incelenmesine ayirilmigtir.

Kitap cesitli dersler ic¢in ders kitabi olabilecek niteliktedir. Bu ders-
lerden biri bir yariyillik girig mahiyetinde bir derstir. Basit uygula-
malar da incelenecekse boyle bir ders 1.’den 7.’ye kadar bolimleri kap-
samalidir. Eger uygulama boliimlerinden vazgecip, sayisal yontemler
ve Laplace doniigimii yontemi anlatilmak isteniyorsa, o zaman 1, 2,
4,6, 7, 8 ve 9. Boliim’lerden bir program yapilmahdir. Kismi dife-
ransiyel denklemlere mumkiin oldugu kadar hizhi hazirlayan bir girig
dersi yapilacaksa; 1, 2 (kismen), 4, 6, 12 ve 14. (kismen) Boliim’ler an-
latilmahdir. 1,4, 6 ve 2, 3,5, 7, 8, ve 9. Boliim’lerin baz kisimlarindan
da yukaridakilerden farkli bir program yapilabilir.

Bu kitaptan diferansiyel denklemler tizerine ilk dersi almig ileri sinif
ogrencileri i¢in daha ileri yontemlere agirlik veren bir ders; 8, 9, 12,
ve 14. Boltim’lerden, diferansiyel denklemlerin temel teorisine girig ya-
pacak orta diizeyde bir ders de 10, 11, 12, 13 ve 14. Boliim’lerden
hazirlanabilir.

Kitapta bir yil stirecek bir ders i¢in de yeterli malzeme bulunmak-
tadir. Bu durumda kitap bastan sona, istenilen boliimlere daha fazla
agirlik verilerek okutulabilir.

Shepley L. Ross
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CEVIRENIN ONSOZU

Bu kitap aslinda Istanbul Teknik Universitesi'nde verdigim mate-
matik IV ve adi diferansiyel denklemler derslerine ders kitabi olmasi
icin S.L.. Ross'un “Differential Equations” adh kitab1 esas alinarak ve
C.R. Wylie ile L.C. Barret’in “Advanced Engineering Mathematics”
adli kitaplarindan da yararlanilarak hazirlanmigtir.

Biz kitab1 iki kisim halinde yaymlamay1 uygun bulduk. Bu eliniz-
deki birinci kisim, kitabin ilk yedi boliimii ile 9. Boliim™iniin gevirisidir
ve biitiin miihendislik boliimlerinde matematik IV dersi igindeki dife-
ransiyel denklemler konusunun iglenmesi sirasinda oldugu kadar fen ve
fen- edebiyat fakiilteleri ile egitim fakiiltelerinin diferansiyel denklemler
konusundaki ilk derslerinde ders kitabi1 olarak kullanilabilecek sekilde
kaleme alinmigtir.

Yakin gelecekte tamamlamay1 diigiindiigiimiiz ikinci kisimin ¢evirisi
de, miithendislik fakiiltelerinin yiiksek lisans programlarindaki miihen-
dislik matematigi dersleri ile, fen, fen-edebiyat ve egitim fakiiltelerinin
diferansiyel denklemler konusundaki daha ileri lisans derslerinde yararh
olacaktir.

S.L. Ross™un kitabini Tirkiye’deki temel bilimler, miihendislik ve
egitim bilimleri 6grencilerinin yararlanabilecegi sekilde ¢evirip yeniden
diizenlerken, I.T.U’de diferansiyel denklemler dersinin uygulama saat-
lerine giden bir asistan oldugum sirada hazirladigim ¢oziilmiig problem-
lere, yillar yili sorulmus sinav sorularina ve herbiri Tirkiye'nin gelecegi
i¢in bir kiymet olan 6grencilerimin ¢ozdiigii 6dev problemlerine zaman
zaman yer verdim.

Mehmet Can 1992
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Bolum 1

Denklemler ve Cozumler

Diferansiyel denklemler konusu, modern matematik dedigimiz yakin ¢ag
matematiginin genis ve ¢ok onemli bir kismini olusturur. Diferansiyel
ve integral hesabin 16. yilzyila kadar inen c¢ocukluk yillarindan beri
bu dal, genig teorik aragtirmalara ve insanin bu diinyadaki hayatim
kolaylagtiran onemli uygulamalara sahne olmustur, bugiin de boyle ol-
maya devam etmektedir. Bunlar soylenince karsi tarafta soyle soru-
larin uyanmasi dogal olacaktir: diferansiyel denklem nedir, ne gosterir?
Diferansiyel denklemler nereden ve nasil ¢ikar, ne ige yararlar? Bir di-
feransiyel denklemle karsilasildiginda ne yapilir, nasil yapilir ve boyle
bir ¢abanin meyvesi nedir? Bu sorular diferansiyel denklemler konusu-
nun ¢ yoniinii ortaya ¢ikariyor, teori, yontem ve uygulama. Boliimiin
amaci da okuyucuyu konunun bu temel yonleriyle tanigtirmak ve ayni
zamanda bu yonleri kisaca gozden gecirmektir. Bu boliimde yukaridaki
sorulara da cevap verecegiz ama bu cevaplar diger boliimler incelendikce
daha anlamli hale gelecek.

1.1 Fonksiyonlar ve Denklemler

Miihendisler  ve bilimin diger alanlarinda galisanlar uzun zamandir
problemlerini matematik yardimiyla daha iyi anlatabileceklerini ve da-
ha kolayca inceleyebileceklerini anlamig bulunuyorlar. Ancak bunun
i¢in incelenen olayin iyice taninmig ve davranigini yoneten yasalarin tam
olarak ifade edilmig olmas1 gerekiyor. Biitiin anlatimlarda denklemler
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ve fonksiyonlar bulunur.
Bir f fonksiyonunun tanim bolgesindeki her = icin aldigi deger
f(z) ile gosterilir. = degiskeni bir say1, ya da bagka birgey olabilir.
Bu zamana kadar matematikte, ¢oziimlerini bulacagimiz;

2
2 +32x+2=0, tané’:g, t=ec"t {v=1u%8u=1*}

gibi bir ya da daha fazla bilinmeyenli denklemlerle karsilagmigizdir.
simdi bir ya da daha fazla bilinmeyen fonksiyonu ve onlarin tiirevlerini
bulunduran diferansiyel denklemleri ele alacagiz.

dy

. = e’ +sinz (1.1)
y' =2y +y=cosz (1.2)
Pu  Pu  Ou
- 4 = 1.
022 o T o (13)
3x2dz + 2ydy = 0 (1.4)

Fonksiyonlarin degerlerini gosteren degiskenlere bagl: degiskenler de-
nir. Bu durumda (1.1) ve (1.2)’de y bagh, x bagimsiz degisken; (1.3)’te
u bagh, t, = ve y bagimsiz degiskenlerdir. (1.4)’te ise z ya da y’den biri
bagh degigken olarak alinabilir, geri kalan da bagimsiz degiskendir.

A. Diferansiyel Denklemlerin
Swaflandiriilmase

TANIM. Bir ya da daha ¢ok bagl degiskenin, bir ya da daha ¢ok
serbest degiskene gore tiirevlerini ya da diferansiyellerini bulunduran
denklemlere, diferansiyel denklem denir.

Ornek 1.1. Asagidakileri diferansiyel denklem érnegi olarak vere-

biliriz: )
d?y dy
7] = 1.
dx? Ty <dx> 0 (1.5)

dz  _d*x ,
%+5ﬁ+3$:smt (1.6)
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ov  Ov
L 43y = 1.7
0s * ot Tor=v (1.7)
Pu  0*u  *u
= 1.
0x? + Oy? + 022 0 (18)
Diger taraftan, temel tanima uysalar da
d d dv du
7 (paT ax el — - 1.9
das(e ) = ae™ dx (uv) Y + Yz (1.9)

seklindeki denklemler, diferansiyel denklem sayilmazlar.

Diferansiyel denklemleri simiflandirmak icin gesitli 6zellikleri kulla-
nilabilir. Adz ve kismi diferansiyel denklemler, bagimsiz degiskenlerinin
sayisina, bulundurduklar: tiirevlerin gesidine gore siniflandirilabilirler.

TANIM. Diferansiyel denklemde bulunan tiirevler, bir ya da daha
cok baglh degigkenin bir tek serbest degiskene gore adi tiirevi ise, bu
diferansiyel denklem bir adi diferansiyel denklem’dir.

Buna gore (1.5) ve (1.6)’daki 6rnekler adi diferansiyel denklemlerdir.

TANIM. Bir ya da daha ¢ok bagh degiskenin en az bir serbest
degiskene gore kismi tiirevlerini bulunduran diferansiyel denkleme kus-
mi diferansiyel denklem denir.

(1.7) ve (1.8)’deki denklemler, kismi diferansiyel denklemlerdir.

Diferansiyel denklemler basamaklarina gore de simiflandirilirlar.

TANIM. Bir diferansiyel denklemin mertebesi, denklemde bulu-
nan en yiiksek mertebeden tiirevin mertebesidir.

Orneklerde (1.7) birinci, (1.5) ve (1.8) ikinci, (1.6) da iiciincii basa-
maktan denklemlerdir.

Baska onemli bir siniflandirma sekli de bagh degiskenle tiirevlerinin
denklem icinde yer aliglarina goredir.

TANIM. Denklemde bulunan bir bagl degiskenler kiimesinin bir
elemanini ya da onun bir tiirevini bulunduran her terim, bu degiskene
ve tiirevlerine gore birinci dereceden ise, bu diferansiyel denklem bu
bagh degigken kiimesine gore lineer’dir. Bir bagh degiskene gore lineer
olmayan denkleme, bu bagh degiskene gore lineer olmayan diferansiyel
denklem denir.
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(1.6), (1.7), (1.8) denklemleri lineer, (1.5) ise lineer olmayan bir
diferansiyel denklemdir.

Lineer diferansiyel denklemler ayrica bagl degiskenin ve tiirevleri-
nin katsayilarina gore de sabit katsayils ve degisken katsayils olmak
tizere ikiye ayrilirlar. Buna gore (1.6), (1.7), (1.8) denklemleri sabit
katsaynli,

4 2
Cciltf + 5t36;£ + 3costr =sint

denklemi de degisken katsayili bir diferansiyel denklemdir.

B. Diferansiyel Denklemlerin cikis Yerleri ve
Uygulamalar:

Diferansiyel denklemleri gesitli yonlerine gore simiflandirdiktan son-
ra, bu gibi denklemlerin nereden ve nasil ¢iktigini kisaca gorecegiz. Bu
sayede diferansiyel denklemlerin teori ve yontemlerinin ne kadar genis
bir uygulama alani oldugunu anlamaga baglayacagiz.

Diferansiyel denklemler fen ve miihendislik bilimlerinin ¢ok cesitli
ana dallarinda pek cok sayida problemle ilintili olarak ortaya cikarlar.
Bu problemlerin aslinda sayfalarca tutacak olan listesinden bir iki satir
verelim:

(1) Fiize, roket, uydu ve gezegen hareketlerinin belirlenmesi,

(2) Elektrik devrelerinde yiik ya da akimin bulunmasi ,

(3) Cubukta ve levhalarda 1s1 yayilmasi problemi,

(4) Telin ya da levhanin titregimleri,

(5) Radyoaktif cismin bozunmasi veya bir canli toplulugunun niifus
artigl problemi,

(6) Kimyasal reaksiyonlarin incelenmesi,

(7) Belli geometrik ozelliklere sahip egrilerin bulunmasi .

Yukaridaki gibi problemlerin matemaatik dilindeki ifadeleri, dife-
ransiyel denklemler verir. Peki bu diferansiyel denklemler nasil bu-
lunur? Bu orneklere konu olan cisimler, kendileriyle ilgili bazi1 bi-
limsel yasalara uygun davranirlar. Bu kanunlar bir ya da daha ¢ok
varligin degigim hizlarinin, diger varliklarin degisim hizlariyla ilinti-
lerini igerirler. Bu degisim hizlarimin matematik dilinde tiirevlerle ifade
edildiklerine dikkat edelim. Bu yiizden degisim oranlar: cesitli tiirevler
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ile ifade edilince, varliklarin uydugu yasalar, diferansiyel denklem haline
gelirler.

Varliklarin davraniglari hakkinda bilimin bulabildigi yasalarin, ic-
lerinde birgok basitlestirme bulunan varsayimlara dayandigini hatirla-
diktan sonra, matematik modellerin kurulmasi sirasinda elde edilecek
diferansiyel denklemlerin ele avuca gelir seyler olmasi i¢in de bir dizi
basitlestirici varsayim yapildigini itiraf etmeliyiz. Bu varsayimlar, bilim
felsefesi ile ya da modelleme ile ilgili olmayanlarin gozlerinden uzak-
ta bir yerlerde durur. Varliklarin gercek davraniglarindan bu sartlar
altinda elde edilen diferansiyel denklem, aslinda gercekte olmayan o
ideallestirilmis duruma ait oldugu halde, sokaktaki adam kadar, bu
modelleri kullanan bilim adamlar tarafindan da konudan uzak olusla
orantili olarak artan bir taassupla gercegin tahtina oturtulur. Aslinda
bunun sebebi, bu insanlarin daha giivenilir bir gerece sahip olmamala-
ridir. Biitiin bu kabullere bagliliga ragmen, bir diferansiyel denklemden
elde edilen bilginin, reddedilemez bir uygulama degeri vardir.

Simdi, yukaridaki sartlar altinda elde edilmis bir diferansiyel denk-
lemden, derde deva bir bilginin nasil ¢ikarilabilecegi sorulacaktir. Bu-
nun cevabi sudur: eger miimkiin oluyorsa diferansiyel denklem, ¢oziim
elde etmek iizere ¢oziiliir. Eger ¢ozmek miimkiin degilse, diferansiyel
denklemler teorisi kullanilarak ¢ozim hakkinda bilgi elde etmege ugra-
silir. Bu cevabin anlamini kavramak i¢in, diferansiyel denklemin ¢ozii-
miinden ne anladigimizi tartigmaliyiz. Bunu gelecek kisimda yapacagiz.

PROBLEMLER

Asgagidaki diferansiyel denklemleri siniflandiriniz.

L. y" 4+ 6y" + 11y + 6y = ¢* 2. %4.%4—%:@5(%%2’)
4 ou ov __ 0%
3.y 43y + 2y =u 45 UGy = Vamy
5, 820y — 6+ (0 beos 2y =0
7. yw 4 ZEy// + y2 =0 8(1’ + yZ)dy = (ZE - y)dl’
. ) 2(5%) v
9. a?Zy = 5 10. =5 = &

du _ &z du v _ , 0%
1. 5 +xu = 45 12. 8x+u8y = Vg
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1.2 Diferansiyel Denklemlerde Cozum

Bir = degiskenine baglh cebirsel ya da transandant bir denklemin ¢ozii-
mii, bu denklemi saglayan bir sayidir. Halbuki diferansiyel denklemlerin
¢oziimleri sayilar degil, bu denklemleri saglayan fonksiyonlardir.

Ornek 1.2. ¢ + k* = 0 diferansiyel denklemini gozoniine alalim.
f(x) = sinkz fonksiyonu, ¢/ = kcoskz ve y” = —k*sinkx olacagmn-
dan denklemi her z igin saglar. Aym sekilde g(x) = cos kx fonksiyonu
da ayn1 denklemin (—o0,00) araliginda ¢oztimidiir.

A. Cozimlerin Tabiat

simdi n. basamaktan adi diferansiyel denklemin ¢oziimii kavramini
ele alacagiz.

TANIM. n. basamaktan

dy d™y
F = ....—]1=0 1.10
<x7 y’ dm ) b dajn ) ( )
adi diferansiyel denklemini ele alalim. Burada F', n + 2 tane olan
dy — d"
b y? dl‘ b ) d:L‘n

argiimanlar: cinsinden gercel bir fonksiyondur.

(1). f, gercel I arahginda tanimh ve Vo € I igin n. basamaktan
tiirevi olan (daha agagi basamaktan biitiin tiirevleri de bunun sonucu
olarak mevcuttur) gergel bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu agagidaki
sartlar1 saglarsa, (1.10)’daki diferansiyel denklemin I araligi tizerinde
bir eksplisit ¢ozumdiduir:

(4) F(z, f'(2),.... f"(2))
Vz € [ igin tanimhdir ve Vx € I icin
(B) F(z, f'(z),..., f"(x)) =0

olur. Yani f(x)'i ve gesitli tiirevlerini, y ve tirevlerinin (1.10)’daki
yerlerine koyarsak, bu denklem [ tizerinde bir 6zdeglige doniisiir.
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(2). g(x,y) =0 bagmtisi, [ aralig: iizerinde (1.10) denkleminin bir
eksplisit ¢ozlimi olan en az bir f fonksiyonu tanimliyorsa, bu bagintiya
(1.10) denkleminin bir implisit ¢ézimi denir.

(3). Explisit ve implisit ¢oztimlerin ikisine birden bu kitapta sadece
¢ozum denilecektir.

(1.10) denkleminin eksplisit ya da implisit olsun herhangi bir ¢6-
zimi kisaca z ile y arasinda, tiirev bulundurmayan ve (1.10)'u 6zdes
olarak saglayan bir bagintidir.

Ornek 1.3. Her z icin
f(z) =2sinz + 3cosx (1.11)

ile tanimhi f fonksiyonu, her x i¢in
dy
— =0 1.12
ity (1.12)

denkleminin bir eksplisit ¢oziimiudiir. 6nce f'nin her x i¢in tamimh ve
ikinci tiireve sahip olduguna dikkat ediniz. Sonra

f'(x) =2cosx — 3sinw
f"(x) = —2sinx — 3cosw

oldugunu goriiniiz. (1.12)’de fl%’ yerine f”(x), y yerine de f(z) koyarsak
onu, her z i¢in dogru olan

(—2sinx — 3cosz) + (2sinx 4+ 3cosz) =0

6zdesligi haline getiririz. Boylece (1.11) ile tamimh f fonksiyonu her x
i¢in (1.12) denkleminin bir eksplisit ¢oztimiuidiir.

Ornek 1.4.
2’ +y* =25 (1.13)
bagintisi, —5 < z < 5 ile tanimli [ araliginda
dy
— =0 1.14
Ty (1.14)

denkleminin bir implisit ¢éztimudiir. ¢linkii (1.13) bagintis1 Vo € I igin

fix) = V25 =22 ve fo(x) = —v25—a?
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ile verilen f1, fo gibi iki gercel fonksiyon tamimlar ve bunlar (1.14)
denkleminin [ araligi iizerinde tanimh eksplisit ¢oziimleridirler.
Bu durumu f; fonksiyonu icin gosterelim.

L) = VB = = file) = e, Vel

bulunur. (1.14)’te y yerine fi(2)'1, & yerine de f{(z)’i koyarsak, Va € I
i¢in dogru olan

x+v25—x2<\/25_xi2> =0 veya z—2=0
—x

ozdesligini elde ederiz. Boylece f; fonksiyonu I araliginda (1.14) denk-
leminin bir implisit ¢oztimiudiir.
simdi
2> +y?=-25 (1.15)

bagmtisini ele alalim. Bu da (1.14) denkleminin bir implisit ¢Ozlimii
miidiir? (1.15)'1 #’e gore kapali olarak tiiretelim. O zaman

dy dy x
2 2y—= —=——
T+ ydm veya I ”

buluruz. Bunu (1.14)te yerine koyarsak

x—l—y(—I) =0
Y

bigimsel Ozdesligini elde ederiz. Béylece (1.15) bagmntist (1.14) dife-
ransiyel denklemini bicimsel olarak saglar. Tek basina bu sonugtan,
(1.15)’in (1.14) diferansiyel denkleminin bir implisit ¢6ziimii oldugunu
soyleyebilir miyiz? Bu sorunun cevabi "hayi”’dir. (1.15) bagintisinin,
herhangi bir gercel I araliginda, (1.14) denkleminin bir eksplisit ¢6ztimii
olacak bir fonksiyon tanimladigina dair hi¢bir garantimiz yoktur. Bii-
tiin bildigimiz (1.15)’in x ile y arasinda, implisit tliretme ve yerine
koyma ile (1.14) denklemini bi¢imsel olarak bir bigimsel 6zdeslige ge-
virdigidir. Buna bi¢imsel ¢oziim denir. ¢oziim gortintimiindedir ve bu
agamada biitiin bildigimiz budur.
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Bir adim daha atip (1.15)’i y’ye gore gozersek,
y=FV—25—22

elde ederiz. Bu ifade z’in her degeri i¢in gergel olmayan degerler verdi-
ginden, (1.15) bagmtisinin higbir gergel aralikta hig bir gergel fonksiyon
tanimlamadigl sonucuna variriz. Boylece (1.15) gergekten bir implisit
¢oziim degil, (1.14) denkleminin sadece bir bigimsel ¢oziimiidiir.

Bundan sonraki boliimlerin yontemlerini uygularken sik sik, en a-
zindan bigimsel ¢oziim olduklarini kolayca gosterebilecegimiz bagintilar
elde edecegiz. Amacimiz yontemlere aligmak olacak ve elimizde bun-
larin gercek implisit ¢oziimler olduklarina dair hi¢ bir garanti bulun-
madig1 halde, bu suretle elde edilen ifadelere ”¢oziim” deyip gececegiz.
Durumu daha titiz incelemek gerekince, bu bagmntilarin eksplisit ¢o-
zimler tanimlayan gercek implisit ¢oziimler olup olmadiklar1 arastiril-
malidir.

dy

= =2 1.16

5, =20 (1.16)
birinci basamak diferansiyel denklemini ele alahm. Biitiin gercel x’ler
igin  fo(z) = 2* ile tammh fy fonksiyonu (1.16) denkleminin bir

¢Oziimiidiir. Sirasi ile
fl(‘r):x2+17 fQ(I):IQ—l—Q, fg(l'):IQ—f—?)

ile tamimlh f1, fo, fs3 fonksiyonlari da Oyledir. Aslinda biittin gercel
x’ler i¢in

flz)=2"+c (1.17)
ile tamimli f fonksiyonu, her gergel ve sabit ¢ i¢in (1.16) denkleminin
bir ¢6ztimiidiir. Bu sebepten (1.17)’deki ¢ sabitini bir keyfi sabit olarak
goriiriiz ve (1.16) birinci basamak diferansiyel denkleminin bir keyfi
sabit igeren ¢oziimii bulundugunu sdyleyebiliriz. Bu f ¢dziimiine (1.16)
denkleminin genel ¢ozum’i, ve bundan c’ye 6zel degerler vermekle elde
edilen ¢oziimlere de (1.16) denkleminin 6zel ¢éziim/'leri denir.

d2

Ay =0 (1.18)
ikinci basamaktan diferansiyel denklemi ile devam edecegiz ve her x
icin

f(z) =c¢ysinx + cycosx (1.19)



10 BOLUM 1. DENKLEMLER VE COZUMLER

ile tamimlanan f fonksiyonunu ele alacagiz. Bu f fonksiyonunun, c¢;
ve o sabitlerinin her gercel degeri igin (1.18) denkleminin ¢6ztimii
oldugunu kolayca gosterebiliriz. Bu sebepten (1.19)’daki ¢; ve ¢ sabit-
lerini keyfi sabitler olarak goriiriiz ve (1.18) ikinci basamak diferansiyel
denkleminin ki keyfi sabit igeren ¢oziimii bulundugunu soyleyebiliriz.
Ayrica (1.19)’daki ¢; ve ¢y sabitleri, ayn1 genelligi koruyarak bir tek
keyfi sabitle degistiremememiz agsindan da temel ozellik’tir. (1.19)
¢oztimiine (1.18) denkleminin genel ¢ézim’ii, ve bundan ¢; ve c¢y’den
birine veya ikisine birden ozel degerler vermekle elde edilen ¢oziimlere
de (1.18) denkleminin 6zel ¢oziimleri denir. Mesela her z igin

g(x) =5sinx —6cosz

ile tanimh g fonksiyonu (1.18)’in bir 6zel ¢dziimidiir.

Burada verilen 6rnekler 1s1ginda, n. basamaktan bir adi diferansiyel
denklemin bir ¢oziimii n tane esash keyfl sabit bulunduruyorsa, buna
genel ¢coziim demek uygun diigiiyor. Neticede genel ¢ozliimiin tanimini
boyle yapacagiz ama, once bu esasl keyfi sabitler kavramina biraz
daha temkinle yaklagsmak iyi olacak. Ayni genelligi korumak tizere
daha az sayida keyfi sabitle degistirilemiyorlarsa, bir ifadedeki keyfi
sabitlere, esash keyfi sabitler denir. Ayni genellik derecesi kavramini
daha ayrintili olarak incelemeye kalkigmayacagiz. Onun yerine kavrami
bizim amaclarimiz i¢in yeteri kadar acik hale getirecek iki basit ornek
verecegiz.

y=ce’ + ce?®

bagintisindaki ¢; ve ¢ keyfi sabitlerine bakalim. Bunlar esash keyfi sa-
bitlerdir. Genellikten bir sey kaybetmeden bunlar1 bir tek keyfi sabitle
degistiremeyiz. ote yandan

y = (c1+ co)e” (1.20)
bagintisindaki ¢; ve ¢ keyfi sabitlerini bir tek c3 keyfi sabiti ile degistirip
y = cze” (1.21)

yazariz ve (1.21) ¢oziimii hala (1.20) kadar geneldir. ¢; ve ¢y'ye degerler
vermek, c3’e belli bir deger vermekle ayni seydir. Boylece (1.21)’deki
sabitler esash degildir. gimdi genel ¢oziim tanimina donelim.



1.2. DIFERANSIYEL DENKLEMLERDE COZUM 11

TANIM.
dy d™y
F =< ... —=Z1 =0 1.22
<x7 y7 dm’ ) d$n> ( )

n. basamaktan bir adi diferansiyel denklem olsun.

(1) (1.22) denkleminin n tane esaslh keyfi sabit bulunduran ¢6zii-
miine (1.22)’nin bir genel ¢ézdm’i denir.

(2) (1.22)'nin bir genel ¢oziimiinden, n tane esash keyfi sabitin en
az birine 6zel degerler vererek elde edilen ¢oziime, (1.22)nin bir dzel
¢ozum’u denir.

(3) (1.22)’nin, n tane keyfi sabitin higbir se¢imi igin elde edilemeyen
¢Oziimiine (1.22)’nin bir tekil ¢dzim’i denir.

Ornek 1.5. ,
dy  _dy
— - 3= +2y=0 1.23
dz? dx +ey ( )

ikinci basamak diferansiyel denklemini ve Vax € R i¢in
f(z) = cre” + cpe™ (1.24)

ile tammh f fonksiyonunu gozéniine alalim. (1.24) fonksiyonunun,
¢1, co'nin her secimi igin (1.23) denkleminin bir ¢6ziimii oldugu ko-
layca gosterilebilir. Boylece (1.24) fonksiyonu (1.23) denkleminin ¢, co
gibi ki keyfi sabite bagl bir ¢oziimii olur ve bu sabitler yukarida an-
lattigimiz gibi esasl keyfi sabitlerdir. Demek ki (1.24) fonksiyonu (1.23)
denkleminin bir genel ¢ozumau’'diir.

(1.23) denkleminin baz1 6zel ¢oziimleri mesela:

fi(x) = e + 6e*,

1
fo(z) = iex — 3e%,

ve mesela aq sizin yaginiz ve wy da agirliginiz olmak tizere

fg([L') = aoex + UJ()GQCC,

olarak almabilir. (1.23) denkleminin hig¢ tekil ¢6ziimii olmadigi kanit-
lanabilir.
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Ornek 1.6. Yz € R icin
f(z) = c1€® + coe™ " 4 cgsinx + c4cos (1.25)

ile tamimlh f fonksiyonun c;, ¢, c3, ¢4’lin her se¢imi igin

dy
o =0 (1.26)
dordiincii basamak diferansiyel denkleminin bir ¢oztimi oldugu goste-
rilebilir. Bu dort sabit, ayni genelligi saglamak iizere daha az sayida
sabitle degistirilemez. Bu yiizden (1.25) fonksiyonu dérdinci basamak-
tan (1.26) denkleminin ¢y, co, c3, ¢4 gibi dort keyfi sabitli ¢oziimii olur
ve boylece denklemin bir genel ¢ozima’ diir.

(1.26) denkleminin baz1 dzel ¢dziim/leri:

filx) =e"+2e " +5sinx — 3cosx,

1
fo(z) = —€* + 56_’” +4sinz + mcosz,

f3(x) = SiH.Z',

olarak almabilir. (1.26) denklemi de tekil ¢6ziimii olmayan denklemler-
dendir.

Ornek 1.7. Yz € R icin
f(z) = (z +c)? (1.27)

ile tamimlh f fonksiyonunun

(@)2 gy = (1.28)

lineer olmayan diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimi oldugu gosterile-
bilir. Bu denklem birinci basamaktan oldugundan ve (1.27) fonksiyo-
nunda bir tane keyfi sabit bulundugundan, (1.27) fonksiyonunun (1.26)
denkleminin bir genel ¢ozimi oldugunu soyleyebiliriz.
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(1.28) denkleminin bazi dzel ¢ézim’leri:

fi(z) = 2%,
o) = (& + 5%
i) = (= 5)*

olarak alinabilir. Kugkusuz bu ¢oziimler ¢ keyfi sabitine sirasiyla 0,5
ve —% degerleri verilerek (1.27)’den elde edilmiglerdir. simdi Vo € R
i¢in

g(x) =0 (1.29)
ile tanimhi ¢ fonksiyonunun (1.28) denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu
goriiyoruz. Bu ¢oziimii (1.27)’deki ¢'ye uygun deger vererek elde ede-
meyiz. Boylece (1.29) fonksiyonu (1.28) denkleminin bir tekil ¢ozii-
m udiir.

B. Diferansiyel Denklemlerin ve Cozimlerinin
Analitik ve Geometrik Yorumlar:

Analiz diliyle konusursak diferansiyel denklemin asil soyledigi sey
nedir? Bu soruya cevap vermek icin, gercel degiskenli fonksiyonlari i-
fade ederken ne tiirlii ifadeler kullandigimiza bakalim. Herkesin bildigi
siniis fonksiyonunu ele alalim. Sintis fonksiyonu denilen fonksiyonun de-
gerlerini ¢ogu kere f(x) = sinx kapali gosterimiyle ifade ederiz. Aym
degerleri sonsuz seri ile:

[L‘3 ZL’5 [e9) (_1)n+1x2n71
f(x)—x—g%—a—...—;—(zn_l)!

veya f(z) = [y costdt integral temsili ile de ifade edebiliriz.
Simdi diferansiyel denklemlere geri donelim ve
dy
—~ =cosx
dz
basit diferansiyel denklemini ele alalim. Bu denklemin genel ¢oztimii
¢ keyfi bir sabit olmak iizere Vo € R igin f(x) = sinx + ¢ ile tanmimh
fonksiyondur. = = 0’da y = 0 sartim saglayan ozel ¢oziim fi(z) =
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sinz olmak ftizere y = fi(x) ile verilen ¢6ziimdiir. Daha sonra bu
ozel ¢oziimin, bu sart1 saglayan yegane ¢oziim oldugunu gorecegiz.
Boylece % = cosx diferansiyel denkleminin ve x = 0'da y = 0
olma sartmin birlikte, degerleri fi(z) = sinx olan fi(x) fonksiyonunu
tammmladigini soyleyebiliriz. Ayrica % = cos x diferansiyel denklemi,
degerleri f.(x) = sinx + ¢ olan f.(z) fonksiyonlarimi tanimlamak icin
de bir gerectir.

Bu basit ornek, bu kismin baginda sordugumuz bir soruya cevap
verme imkani sagliyor. Yaptigimiz gozlemleri genellestirerek diferan-
sivel denklemlerin sadece, ¢oziimleri olan fonksiyonlar: tanimlamakta
kullanilan bir gere¢ oldugunu soyleyebiliriz. Aslinda bugiin bildigimiz
fonksiyonlarin gogu, ilk defa kendilerini tanimlayan diferansiyel denk-
lemler olarak ortaya ¢ikmiglardir.

Simdi diferansiyel denklemin geometri dilindeki anlamini ve ¢6ziim-
lerinin geometrik 6nemini arastiralim. oOnce F' gibi bir gercel degerli
fonksiyonun zy-diizleminde bir y = F(z) egrisi ile temsil edilebilecegini
ve F'nin x noktasindaki F'(z) tirevinin, y = F(x) egrisinin x nok-
tasindaki tegetinin egimi olarak alinabilecegini hatirlatalim. Boylece f
bir gercel fonksiyon olmak iizere

W _ f(a,y) (1.30)

dx
genel birinci basamak diferansiyel denklemi geometrik olarak, f fonk-
siyonunun taniml oldugu her (x,y) noktasinda f(x,y) egimini tanim-
layan bir bagint1 olarak yorumlanabilir. (1.30) denkleminin genel ¢6-
zimiiniin, ¢ bir keyfi sabit olmak tizere

y = F(z,c) (1.31)

seklinde yazilabildigini varsayalim. (1.31) denklemi geometrik olarak,
ry-diizleminde bir-parametreli egri ailesi denilen ve her noktasindaki
tegetinin egimi, (1.30) diferansiyel denkleminden hesaplanan egrilerle
temsil edilen, bir fonksiyon ailesi tanimlar. (1.30) diferansiyel denklem-
inin ¢oztimlerinin grafikleri olan bu egrilere, (1.30) diferansiyel denkle-
minin integral egrileri denir.

Bir integral egrisinin belli bir (xg, o) noktasindan gegmesi istenirse,
bu nokta (1.31) denklemini saglamali, yani yo = F'(zo, ¢) olmalidir. Bu
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esitlikten ¢ belli bir ¢y sabiti olarak bulunur ve denklemi y = F(x, ¢)
olan belirli bir integral egrisi verir. Bu sekilde elde edilen F' fonksiyonu
(1.30) diferansiyel denkleminin, grafigi (z¢,yo) noktasindan gegen 6zel
¢oziimudir.

Basit bir ornek olarak daha once inceledigimiz 2% = cos x diferan-
siyel denklemini yeniden ele alacagiz. Genel ¢oziimii y = sin z+c olarak
yazilabilir ve xy-diizleminde, ailenin herhangi bir egrisinin, verilen bir
(x,y) noktasindaki egimi cos z ile hesaplanan bir parametreye bagl bir
egri ailesi tanimlar. Degerleri y = sin x+-c ile verilen bu ”sintis egrileri”,
% = cos x diferansiyel denkleminin integral egrileridir.

Bu incelemeyi siirdiirerek, n. basamaktan bir diferansiyel denklemi,
ry-diizleminde n parametreli egri ailesi tanimlayan bir baginti1 olarak

yorumlayabiliriz.

C. Cozum Yontemler:

Bir diferansiyel denklemi ¢ozecegiz dedigimiz zaman, bu denkleme
bir ya da daha ¢ok ¢oziim bulacagimizi soylemis oluyoruz. Bu nasil
yapilir ve gercek anlami nedir? Bu kitabin biiyiik kismi diferansiyel
denklemleri ¢ozmege yarayan cesitli yontemlerin incelenmesine ayiril-
migtir. Uygulanacak yontem, incelenen denklemin tipine baghdir ve
burada 6zel yontemlerin incelenmesine girigmeyecegiz.

Bununla birlikte, gesitli yontemlerden biriyle bir diferansiyel denk-
lemi ¢ozdiiglimiizli varsayalim. Acaba bu zorunlu olarak, bilinen ele-
manter fonksiyonlarin bir sonlu toplamiile kapal ifade dedigimiz tiirde
yazilmig bir f eksplisit ¢oztimii buldugumuz anlamina mi gelir? Yani
kabaca soylersek, diferansiyel denklemi ¢ozdiik diyebilmemiz igin, ¢o-
ziimii ifade eden bir ”formiil” bulmus olmamiz zorunlu mudur? Bu
sorunun cevab1 "hayir”dir. Coziimleri bu sekilde ifade edilen difer-
ansiyel denklemlerin sayisi nisbeten ¢ok azdir. Ashnda kapali ¢ozim,
diferansiyel denklemler alaninda bir likstiir. 2. ve 4. Boliim’lerde ka-
pali ¢oziimleri bulunan diferansiyel denklemleri ele alacagiz ve boyle
¢oziimleri bulmak i¢in kullanilabilecek tam ¢oziim yontemlerini incele-
yecegiz. Ancak az once de soyledigimiz gibi boyle denklemler kiigiik bir
azinliktir ve tam ¢oziimleri bulunamayan denklemleri ”¢ozmek”ten ne
anladigimizi acik¢a ortaya koymaliyiz. Boyle denklemler, bazilari 6, 9
ve 13. Boliim’lerde incelenecek olan cesitli yontemlerle yaklagik olarak
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coziiliir. Bu yaklasik cozimler'in gercekte bize sagladiklar: sey nedir?
Bu sorunun cevabi uygulanan yonteme baglidir.

Seri ¢oziim yontemleri, ¢oziimleri sonsuz seriler seklinde ifade e-
derken, sayisal yontemler ¢oztim fonksiyonlariin, serbest degiskenin
secilmig degerlerinde alacag1 degerleri yaklasik olarak verir. Grafik yon-
temler ise integral egrilerinin grafiklerini yaklagik olarak saglarlar. Bu
yontemler, verdikleri sonuglar yaklagik oldugundan kapali ¢oziimler ka-
dar itibar gormezler. Ancak tam ¢oziim verecek yontemler uygula-
namiyorsa, yaklagik ¢coziimlere donmekten bagka yapilacak bir sey yok-
tur. Guntimizde bilim ve miithendislikten gelen problemler, tam ¢oziim
yontemlerinin uygulanmasina imkan vermeyen diferansiyel denklemler
tiretmeye devam ediyor ve yaklagik ¢oziimler gittikce daha fazla 6nem
kazaniyor.

D. Diger Ornekler

Ornek 1.8. y = cx + 2¢* fonksiyonunun y = zy’ + 2(y/)? diferan-
siyel denkleminin bir genel ¢oziimii oldugu bellidir. y; = —’”—82 ise ayni
denklemin bir bagka ¢oziimudir ve verilen genel ¢oziimden c¢'nin uygun
belirlenmesi suretiyle elde edilemez. O halde bu, genel ¢oziime nazaran
bir tekil ¢oztimdiir.

n. basamaktan bir diferansiyel denklemin
y (o) = ki, i=0,1,...,n—1

kogullarini saglayan ¢oziimlerini bulma problemine baslangic deger
problemi denir. Bu kosullara da baglangi¢ kosullar1 adi verilir.

Ornek 1.9. " = i + 2z cos x? diferansiyel denkleminin (0,00) a-
raliginda y(1) = 0 ve y/(1) = 1 + sin 1 baglangig kogullarii saglayan
¢Oozimi bulunuz.

Verilen diferansiyel denklemin bir genel ¢oztimii iki kere integre et-
mekle y = Inz+sinz?+c vey = zlnx+ [ sint?dt+(c—1)z+b olarak
bulunur. ¢'(1) = 1 + sin1 baglangi¢ kogulunu kullanarak ¢ = 1 ve
y(1) = 0’dan da b = 0 buluruz. O halde verilen baglangi¢ deger prob-
leminin ¢oziimii y = xInx + [{ sint?dt olarak elde edilir.
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ALISTIRMALAR

Agagida verilen fonksiyonlarin a ve b nin her degeri i¢in, verilen
diferansiyel denklemin ¢ézlimii oldugunu gosteriniz.

1. y"+4y =0 Yy = acos 2z + bsin 2z

2.y —4y =0 y = ae’® + b=

3.y + 3y + 2y = 12e*® Yy = ae % + be 2 4 2

4. 4" — 6y +9y =0 y = ae’® + bxe’®

5. (cos2x)y’ + 2(sin 2z)y = 2 = acos 2z + sin 2z

6.y + () +1=0 y=Incos(x —a)+0b

7. 2xydy = (y* — x)dx y?=ar —vlnx

8. gi%;; = %Z y = ae Y cos (3x + b)

9. v = Zu =af(x+2t) + bg(x — 2t),
fig keyfi

Asagidaki denklemlerin tam ¢oztimlerini bulunuz.

! 2

2.y 7(2 D

3. y :1+tan x 4. y" =e " +9cos 3z
5. y" =% +secx(l+tan’z) 6.y =sinh%

1.y =1-2sin2x

Asagidaki baglangi¢ deger problemlerini ¢oziiniiz.

y =wze*, y(0)=0
(sinz)dx — (cosz)dy =0 ,y(0) =1
"= 2arctan x, y(0) =0
— (- y(0)=1,y(0) =0
y" =9cosxsin2z, y(r)=2,9y(r)=06
y" =48cosz, y(0)=2,9y'(0) =—6,y"(0)=0

Yy =
y"

A

Agagida birinci siitunda verilen fonksiyonlarin, x ekseni tizerindeki
her a < x < b araliginda, ikinci stitunda verilen diferansiyel denklem-
lerin ¢oztimi oldugunu gosteriniz.
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1. f(x) =2+ 3" V+y=z+1

2. f(z) = 2e3® — bel® y" — Ty + 12y =0

3. fla)=e"+22 + 62+ 7 y' — 3y + 2y = 4a?

4. f(x) = 7= (1+22)y" + 4y + 2y =0

Asgagidaki problemleri ¢6ziiniiz.

1. 23 + 3xy? = 1 bagmtisinin 2zyy’ + 2% + y* = 0 diferansiyel denk-
leminin 0 < z < 1 araliginda bir implisit ¢oziimii oldugunu gosteriniz.

2. 5x*y? — 223%y? = 1 bagmtismn zy + y = 2%y® diferansiyel
denkleminin 0 < z < 5/2 araliginda bir implisit ¢6ziimi oldugunu
gosteriniz.

3. ¢1, ¢y keyfl sabitler olmak iizere f(x) = c1e?® + cpe™? ile tamimh
f fonksiyonunun y” — 2y’ — 8y = 0 diferansiyel denkleminin bir genel
¢Oziimi oldugunu gosteriniz.

4. ¢y, ¢, c3 keyfi sabitler olmak tizere g(z) = c1e** + cowe®® + cze™2*

ile tammh ¢ fonksiyonunun 4" — 23" — 4y’ + 8y = 0 diferansiyel
denkleminin bir genel ¢oziimii oldugunu gosteriniz.

5. m sabitinin baz1 degerleri i¢in f(x) = €™ ile tamimh f fonksiyo-
nu y" —3y" — 4y + 12y = 0 diferansiyel denkleminin ¢oziimiidiir. Bu
m degerlerini bulunuz.

6. n sabitinin baz1 degerleri i¢in g(x) = 2™ ile taniml g fonksiyonu
23y + 22%y" — 102y’ — 8y = 0 diferansiyel denkleminin ¢oziimiidiir.
Bu n degerlerini bulunuz.

7. f(z) = 3e** — 2xe*® — cos 2x ile tammh f fonksiyonunun 3"’ —
4y’ 4+ 4y = —8sin2x diferansiyel denklemini ve f(0) = 2, f/(0) =
4 sartlarini sagladigini gosteriniz.
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1.3 B.D.P., S.D.P. ve Coziimlerin Varligi

A. Baslangic ve Swnir Deger Problemler:

Bu kisima oldukga basit bir problemle baglayacagiz.

Problem.
dy
i
diferansiyel denklemininin x = 1’de 4 degerini alan bir f ¢Oézimiinii
bulunuz.

2 (1.32)

Coziim. Once problemi anladigimizdan emin olalm. Asagidaki
ozellikleri gosteren bir f gercel fonksiyonu ariyoruz:

(1) f fonksiyonu (1.32) diferansiyel denklemini saglamalidir. Yani,
bir I araligidaki her gergel z igin f'(x) = 2z olmalidir.

(2) f fonksiyonu z = 1’de 4 degerini almahdir. Yani, f(1) = 4
ozelligini gostermelidir.

Daha once (1.32) denkleminin genel ¢oziimiintin ¢ bir keyfi sabit
olmak tizere

flx) =2 +¢, (1.33)

ile verildigini gérmiigtiik. simdi ¢ sabitini, (1.33)’in (2) sartim sagla-
masina imkan verecek sekilde bulmaga caligalim. 4 = ¢+ 1, ve boylece
¢ = 3 olmahdir.

f(zx)=2?+3

ile tamimh f 6zel ¢oztimi, (1.32) diferansiyel denkleminin x = 1'de 4
degerini alan ¢oztimiidiir. Bagka bir deyimle f(z) = 22+ 3 ile tamimh f
fonksiyonu, problemde konulan iki sart1 da saglar.

Bu tip problemler ve ¢ézimiileri i¢in kisaltilmas gosterim.  (1.32)
diferansiyel denklemi ve ¢oziimiin x = 1’de 4 degerini alma sarti, bir
bakima kisaltilmig olarak

{ % =2z

y(1) =4
seklinde ifade edilebilir. y(1) = 4 yazimi ¢oziimiin = 1’de 4 degerini
almasi hakkindaki ek gart1 temsil ediyor. Yine problemin ¢éziimii olan
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ve f(x) = 2% + 3 ile tammlanan f fonksiyonu da
y=ax>+3

gosterimi ile kisaltilabilir. y(1) = 4 ve y = x? + 1 gosterimleri bazi
bakimlardan arzu edilmeyen ifadelerdir. Ancak geleneksel olduklar: ve
kolaylik sagladiklar i¢in tistiinliikleri vardir. Bu gosterim bu o6zellikleri
sebebiyle bundan sonra bu kitapta da kullanilacaktir.

Diferansiyel denklemlerin uygulamalarinda ¢ok sik karsilagilan prob-
lemler, hem diferansiyel denklem ve hem de diferansiyel denklemin
¢Oziimiiniin saglamasi istenen bir, ya da daha fazla ek sart (ya da
yan gart) bulundurmalari bakimindan yukaridaki ilk probleme benz-
erlik gosterirler. Yan sartlarin hepsi de bir tek x degerine aitse prob-
leme baslangi¢ deger problemi (ya da bir nokta siir deger problemi), bu
sartlar iki farkli = degerini birbirine bagliyorsa probleme iki nokta sinwr
deger problemi (ya da kisaca simir deger problemi) denir. Bu kavram-
lar1 6rneklerle gosterecek ve bu tiir problemlerden birini ayrintisi ile
ele alacagiz.

Ornek 1.10. ,
% +y=0
y(1) =3
y(1)=—4
Bu problem,

d?y

- J =0

dx? ty

diferansiyel denkleminin x = 1’de 3 degerini alan ve birinci tiirevi z = 1
de —4 olan ¢6ziimiinii bulma iginden olugsmaktadir. Bu sartlardan ikisi
de 2’in ayni bir degeri ile, yani z = 1 ile ilgilidir. Boéylece bu bir
baslangic deger problemidir. Daha sonra bu problemin bir tek ¢oziimii
oldugunu gorecegiz.

Ornek 1.11.
d2

<

0

+y

)

1
=5

< @%
—~
N =
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Bu problemde aymi diferansiyel denklemin ¢oziimiinii ariyoruz. Ancak
bu sefer ¢oziim, x = 0’da 1, z = 7’da 5 degerini almahdir. Yani sartlar
iki farkl = degerini, 0 ile 7’yi birbirine baglamaktadir. Bu, iki noktal
sinir deger problemidir. Bu problemin de tek ¢oziimii vardir. Ancak
% +y=0

y(0) =1
y(m) =5
sinir deger probleminin hi¢ ¢oztimii yoktur. Bu basit ornek, sinir deger
problemlerinin hafife alinmamasi gerektigini gostermektedir.

Simdi birinci basamaktan diferansiyel denklemlerin baglangic deger
problemlerini daha ayrintili olarak inceleyecegiz.

TANIM. f, zy-diizleminin D gibi bir bolgesinde! z ve y'nin siirekli
bir fonksiyonu olmak iizere

Y= fy) (1.34)

birinci basamaktan diferansiyel denklemini ele alalim. (xg,y0) € D
olsun. (1.34)’e ait baslangi¢ deger problemi , (1.34) denkleminin, xy1
icinde bulunduran bir aralikta tanimh ve

d(0) = Yo

baslangi¢ sartini saglayan ¢ c¢oziimuni bulma problemidir.
Adet olmus kisa gosterim ile bu baglangic deger problemi
{ &= f(zy)
y(wo) = Yo

olarak yazilabilir.
Bu problemi ¢ézmek igin, sadece (1.34) denklemini saglamakla kal-
mayip, r = xo oldugunda o degerini alan bir ¢ fonksiyonu bulmaliyiz.

' Bélge, acik irtibathi bir kiimedir. Bu tiir kavramlara asina olmayanlar bolgeyi,
diizlemde basit kapali bir egrinin i¢ tarafi olarak diisiinebilirler.
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Geometri diliyle konugursak, (1.34)lin, (x¢, 3o) noktasindan gegen inte-
gral egrisini bulmak istiyoruz. Bunun icin 6nce diferansiyel denklemin

g(x,y,c) =0 (1.35)

genel ¢oziimi bulunur. (zy,yo) noktast bunu saglayacagindan

g(il?(), Yo, C) =0

elde edilir. Bu denklemden c’yi ¢ozersek, ¢y gibi bir deger buluruz.
Simdi (1.35) esitligindeki ¢ keyfi sabitini ¢y ile degistirerek g(z,y, co) =
0  ozel ¢oziimiinii elde ederiz. Daha sonra bu esitlikten problemin
sartlarin saglayan eksplisit ¢oziim tretilir.

Ornek 1.12. a0y . L
dx y’ '
y(3) =4 (1.37)
baglangi¢ deger problemini ¢oziiniiz.
(1.36) diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiiniin
Pyt =cf (1.38)

oldugu bilinmektedir. (1.37) sart1, (1.36) denkleminin z = 3’te y = 4
degerini alan ¢Oziimiinii arayacagimizi sdylemektedir. Boylece (3,4)
say1 ¢ifti (1.38) bagintisin saglamahdir. (1.38)’'de x = 3 ve y = 4
koyarak

9416 = c* veya ¢ =25

buluruz. Simdi ¢*’nin bu degerini (1.38)’de yerine koyarsak
2%+ y* =25
elde ederiz. Buradan y’yi ¢ozersek
Y= +1/25 — 22

buluruz. y’nin x = 3’te 4 degerini alabilmesi i¢in bu ifadede art1 igare-
tinin secilmesi gerekecegi bellidir. Boylece

flz)=v25—2%2 —bH<zx<h
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ile tanimhi f fonksiyonu problemin ¢oztimiidiir. Daha 6nce tanittigimiz
gosterimle bu ¢oztimi y = v/25 — x? olarak yazabiliriz.

B. ¢ozumlerin Varhg:

Ornek 1.12.’de ele alinan baslangic deger probleminin ¢oziimiinii bu-
labildik. Acaba biitiin baslangi¢ ve siir deger problemlerinin ¢oziimii
var midir? Ornek 1.11%in sonunda

% +y=0
y(0) =1
y(m) =5
sinir deger problemine isaret etmis ve hi¢ ¢oztiimii olmadigini soyleyerek
bu soruya olumsuz cevap vermistik. Boylece ¢oziimlerin varligi sorunu
ortaya ¢ikmig oldu. Acaba verilen baslangi¢ veya sinir deger problemi-
nin ¢oziimii var midir? Daha sonraki boliimlerde bu tiir problemlerle
karsilagtikca bu soruya cesitli cevaplar vermege calisacagiz. Simdilik bu
sorunu biraz once tanimini yaptigimiz baglangic deger problemi icin ele
alalim. Bu durumda kesin bir cevap verebiliriz. Bu tanima uyan her
baglangi¢ deger probleminin en az bir ¢oziimi vardir.

Ancak bu durumda bagka bir sorun, ¢ézimain tekligi meselesi ortaya
¢ikar. Boyle bir problemin birden fazla ¢ozimi olabilir mi?

dy _ L

ile tanimh f, fo fonksiyonlarnin ikisinin de bu baglangig deger prob-
leminin ¢oziimii oldugu gosterilebilir. Aslinda bu problemin sonsuz
sayida c¢ozimu vardir. Artik teklik ile ilgili sorunun cevab1 bellidir.
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Coziim tek olmak zorunda degildir. Coziimiin tekligini garanti et-
mek icin muhakkak ek sartlar kogulmalidir. Simdi bu ek kogullarin
ne oldugunu Teorem 1.1'de gorecegiz.

TEOREM 1.1. Temel Varlik ve Teklik Teoremi.

Hipotez.
dy

birinci basamaktan diferansiyel denklemini ele alalim. Burada

(a) f fonksiyonu, xy-diizleminin D gibi bir bolgesinde x ve y’nin tek
degerli, siirekli bir fonksiyonu ve

(b) %5 kismi tiirevi de, (x,y) € D igin  ve y'nin stirekli bir fonksi-
yonu, ayrica (zg,yo) € D olsun.

Hiikiim.  (1.34) denkleminin, » > 0 yeterince kiigiik olmak iizere
bir |z — x| < h araliginda tanimh olan ve

¢(xo) = Yo (1.39)
sartin1 saglayan bir tek ¢ ¢oziimi vardir.

Aciklayier Uyarilar. Bu temel teorem, diferansiyel denklemler
teorisinde kargimiza c¢ikan ilk teoremdir. Bu ylizden anlamini ayrintili
olarak agiklamaga ¢alisacagiz.

(a) Bu bir Varlk ve Teklik Teoremi'dir. Bu teorem bize bazi (hipo-
tezde ifade edilen) gartlar altinda, baz seylerin (hiikiimde tarif edilen
¢6ztimiin) var oldugunu ve tek oldugunu (tarif edilen tiirden bir tek
¢Oziim vardir) soylemektedir. Ancak bu ¢bzimiin nasi bulunacag:
konusunda hicbir ipucu vermemekte, sadece problemin bir ¢oziimii ol-
dugunu haber vermektedir.

(b) Hipotez bize ad1 gegen seylerin hangi sartlar1 saglamasi gerekti-
gini séylemektedir. Iki nesne ilgi alanma girmektedir: (1.34) diferan-
siyel denklemi ve (zg,yo) noktasi. (1.34) diferansiyel denklemi igin
hipotez, hem f fonksiyonunun ve hem de (f(z,y)nin y’ye gore kismi
tiirevinin alinmasiyla elde edilen) %5 fonksiyonunun xy-diizleminin bir
D bélgesinde siirekli olmalarini istemektedir. (xq,yo) noktas: da, igin
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de, hem f'nin ve hem de g—?’;’nin iyi huylu (siirekli) olduklar1 aym D

bolgesinin noktasi olmalidir.

(¢) Hiikiim, hipotezde konulan sartlar saglandiginda bize ne garanti
edildigini siralamaktadir. Hitkiim bize diferansiyel denklemin, merkezi
xg olan bir |[z—xg| < h araliginda tanimli ve © = ¢ degerini aldiginda y,
degerini alan bir ve yalniz bir ¢ ¢éziimiiniin varligin1 garanti etmektedir.
Yani f(z,y) lizerine konan sartlar altinda

{5 e

baslangi¢ deger problemi'nin, x( baslangi¢ noktasinin bir komgulugunda
tanimli bir tek ¢oziimii vardir.

(d) Teoremin ispat's burada verilmemektedir. Onu daha az kisitla-
yic1 sartlar altinda 10. Bolim’de ispatlayacagiz. Burada hipotezdeki
sartlarin yeterli ama gerekli olmadigini soylemekle yetinelim. Yani
bu sartlarin saglanmasi bize, hiikiim ciimlesinde soylenenleri garanti
eder; ancak, hipozdeki gartlarin hepsi yerine gelmedigi halde bir tek
¢oziime sahip olmamiz mimkiindir. Bunu 10. Bolim’de ayrintisiyla
ele alacagiz. Incelemesini ileriye biraktigimiz bir bagka sey de, hiikiim
cimlesinde gegen h. Simdilik onun sadece ”yeteri kadar kiigiik” bir
pozitif say1 oldugunu soylemekle yetinelim.

(e) Bir varlik teoremin kiymet’i, onu iizerinde biraz daha durul-
maya deger yapar. Madem ¢oziimii nasil bulacagimizi bize soylemiyor,
o halde ne yarar1 var? diye sorulabilir. Bu sorunun cevabi kolaydir:
varlik teoremi bize aranacak bir ¢ozliimiin var oldugunu haber verir.
Problemin ¢oziimii yoksa, onu bulmak i¢in harcanacak emek, zaman
ve para yabana gidecek demektir. Teklik teoreminin faydasina gelince:
daha sonra bagka ¢oziimler de bulundugunu ve daha 6nce buldugumuz
¢Oziimiin bizim istedigimiz olmadigini farkettigimizde, bu 6zel ¢oziimii
bulmak i¢in harcadigimiz emek, zaman ve para yine yabana gitmis ola-
caktir.

Bu biraz liizumundan uzun gibi goriinen tartigmayi, bundan once
bu tiirden teoremlerle kargilagmadigini diigiindiigiimiiz okuyucunun, bu
onemli teoremin gercekten ne ifade ettigi konusunda daha kesin bir
fikir sahibi olmasini saglamak icin verdik. Bu tartigmanin ona, daha
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sonra bu kitapta veya bagka yerlerde karsilagacagi bu tiir teoremleri in-
celemesinde yardimer olacagini umuyoruz. simdi Teorem 1.1.7in uygu-
lanigim gosteren iki ornek verecegiz.

Ornek 1.13. .
{ ﬁ — 22 4 y2
y(1) =3

Baslangi¢ deger problemini ele alalim. Bu denkleme Teorem 1.1.71 uygu-
layalim. Once hipotezi kontrol edecegiz. Burada f (r,y) = 2% + y* ve
%“’;’y) = 2y olmaktadir. f ve %5 , xy-diizleminin her D bolgesinde
stireklidir. y(1) = 3 baglangig kosulu zy = 1, yo = 3 anlamina gelir
ve (1, 3) noktasi kuskusuz boyle bir D bolgesi i¢indedir. Béylece hipotez
yerine gelir ve hiikkiimde garanti edilenleri bekleriz. Yani Zl%’ = 2% + o?
diferansiyel denkleminin, xy = 1 noktasi etrafindaki bir |z — 1| < h
araliginda tamimli, ¢(1) = 3 baglangig sartini saglayan tek bir ¢ ¢6ztimii
vardir.

Ornek 1.14.
W {ESE L e ) {E
y(1) =2 y(0) =2
Baslangi¢ deger problemlerini ele alalim. Burada
y Of(z,y) 1

f(%y)—ﬁ ve Ty_ﬁ
olmaktadir. Her iki fonksiyon da x = 0 (yani y-ekseni ) diginda stirek-
lidirler.

(A) probleminde z¢ = 1, yo = 2 ’dir. Merkezi (1,2)’de bulunan 1
birim kenarl karenin ici, y-ekseninden nokta bulundurmaz . Boylece
hem f ve hem de %5’ hipotezi bu kare icinde yerine getirirler. Bu
karenin igi Teorem 1.1'in D bdlgesi olarak alinabilir ve (1,2) noktas
kuskusuz bu D bolgesi igindedir. Bdylece bu teorem (A) problemine
uygulanabilir ve problemin zy = 1 noktasi etrafindaki yeterince dar bir
aralikta taniml tek bir ¢coziimii vardir.

Simdi (B) problemine gelelim. Burada xzy = 0, yo = 2 'dir. Bu

noktada ne f ve ne de %i sureklidir. Bagka bir deyisle (0,2) noktasi,
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istenen oOzelliklere sahip hichir D bolgesinde bulunmaz. Boylece Teorem
1.1.den (B) probleminin ¢6ziimii oldugu sonucunu ¢ikaramayiz. Dikkat
edilsin ki (B) probleminin ¢oziimii yoktur demiyoruz, sadece Teorem
1.1.7in lehte veya aleyhte birgey soylemedigini belirtmek istiyoruz.

ALISTIRMALAR

1. y = 4e*® + 2e¢73% fonksiyonunun

227%’ + % —6y=20
y(0) =6
y'(0) =2
baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii oldugunu gosteriniz.
y = 22 + 4¢3 fonksiyonu da ayni probleminin ¢oziimii miidiir?
Cevabiizin gerekgelerini agiklayiniz.

2. % +y = 2xe ™ diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii y =
(z? + ¢)e™® olarak veriliyor. Asagidaki baglangic deger problemlerinin
¢ozuimlerini bulunuz.

() @ +y=2ee (B) {@&+y=2we
y(0) =2 y(=1) =e+3
3. % — g—g — 12y = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢coztiimi y =

c1e? 4 cye73% olarak veriliyor. Asagidaki baslangic deger problemlerini
¢OZUNuz.

Ly 19y =0 Ly b 19y =9
(4) qw(0)=5 (B) q y(0) =2
y(0)=6 y'(0) =6

4. % + y = 0 diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii y = ¢; sinx +
co cos x olarak veriliyor. Asagidaki basglangic deger problemlerini ¢ozii-
nuz.

%—i—y:() %—l—y:() %er:o
(A) { y(0)=0 (B) {y(0)=1 (C) S y(0)=0

y'(r/2) =1 y'(7)2) = —1 () =1
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d*y d*y dy

3 2

— = 31— + 62— —6y=0

T das T da? - Yaw Y

diferansiyel denkleminin genel coziimii y = c12 + co2? + c32® olarak
veriliyor. Yukaridaki diferansiyel denklem ile

y(2) =0, ¢¥'(2)=2 y'(2)=6

sartlarindan olugsan baslangic deger problemini ¢oziiniiz.

6. Asagidaki baglangic deger problemlerinin xqg = 1 noktasi etra-
findaki yeterince dar bir |z — 1| < h araliginda tanimli tek bir ¢oziimii
oldugunu gostermek icin Teorem 1.1’1 uygulayiniz.

A g—y:xzsiny %:%
(4) {gfh):—z (B) {yﬁ 2

7. P(x) ve Q(z) lglincii dereceden polinomlar olmak {izere

W = P(z)y* + Q(x)
“) {y(2) =5 ’ !

baglangi¢ deger problemini gozoniine alimiz. Bu problemin xy = 2 nok-
tasi etrafindaki bir |z — 2| < h arahiginda tanimli tek bir ¢éziimii var
midir? Cevabinizin gerekcelerini agiklayiniz.

OKUNMASI TAVSIYE EDILEN KITAPLAR

Agnew (1)
Coddington (12)
Ford (17)
Kaplan (30)
Leighton (36)



Bolum 2

Tam Cozulen 1. Basamak
Denklemler

Bu boliimde belli islemlerle tam coziimleri bulunabilen birinci basamak
diferansiyel denklem tiplerini inceleyecegiz. Bolimiin amaci, bu o6zel
tipleri tanima ve ilgili ¢coziim yontemlerini uygulama yetenegini gelistir-
mege caligmaktir. Bunlardan 2.1. Kisim’da incelenecek olan tam dife-
ransiyel denklemler en temel, 2.2. Kisim’da incelenecek olan ayrilabilen
diferansiyel denklemler, en "kolay” tirdir. Uygulama bakimindan
en onemli denklemler ise, 2.2. Kisim’da incelenen ayrilabilen denk-
lemlerle 2.3. Kisim’da incelenen lineer denklemlerdir. Geri kalanlar
cok ozel tiplerdir ve bunlarla ilgili ¢oziim yontemleri cegitli incelikler
icerir. Kisacast bu bolimii kibarlik sirasina gore 6zel “yontem”lerin,
“gere¢”lerin, “ustalik”larin bir corbasi olarak tanitabiliriz.

2.1 Tam Diferansiyel Denklemler

A.  Birinci Basamak Diferansiyel Denklemlerin
Temel Bicimlert.

Bu boliimde incelenecek birinci basamak diferansiyel denklemler ya

dy

) (21)

29
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ya da
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (2.2)

seklinde yazilabilir.
Bu tiirlerden birindeki denklem kolayca oteki tiire cevrilebilir. Me-
sela
dy 24y
de  z—vy
diferansiyel denklemi (2.1) geklindedir. Bu denklem

(2 +y*)dz + (y — z)dy =0
olarak (2.2) tiirtinde de yazilabilir. Yine (2.2) gibi olan
(sinz +y)dx + (z + 3y)dy =0
diferansiyel denklemi (2.1) tarzinda ifade edilebilir.

dy  sinz+y
de ~  z+3y

B.  Tam Diferansiyel Denklemler.

TANIM. F siirekli birinci basamak tiirevlere sahip bir fonksiyon
olmak iizere u = F(z,y) olsun. du diferansiyel’i

ile tanmimlanir.

Ornek 2.1. u fonksiyonu z, y cinsinden V(z,y) € R X R i¢in
u = xy* + 2%y

ile verilmig olsun. O zaman

5, 5,
g _ y2 + 6x2y, 9 _ 2xy + 2x3,
ox dy
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olur ki tanima gore du tam diferansiyeli
du = (y° + 62%y)dx + (2zy + 22°)dy

olarak bulunur.

TANIM. Bir u(z,y) fonksiyonu du = Mdx + Ndy olacak sekilde
bulunabilirse
Mdx + Ndy (2.3)

diferansiyel formuna tam diferansiyel denir.
Bagka bir deyimle

ou ou
—_— —_— = N
Ox M, oy

olacak sekilde bir u(z,y) fonksiyonu varsa, (2.3) ifadesi bir tam dife-
ransiyeldir.

TANIM. Mdx + Ndy bir tam diferansiyel ise,
Mdx + Ndy =0

diferansiyel denklemine tam diferansiyel denklem denir.

Ornek 2.2.  y?dz + 2zydy  bir tam diferansiyel oldugundan

yide + 2xydy = 0 (2.4)
bir tam diferansiyel denklemdir. Aslinda dz’in carpani g—; = 9% ve
dy’nin carpani 2 = 2zy oldugundan bu denklemin sol tarafi v = zy?

0y
olmak iizere w'nun tam diferansiyelidir. 6te yandan (2.4) denkleminin

iki yanini y’ye bolmekle elde edilen basit goriiniimlii
ydz + 2xdy =0 (2.5)

denklemi tam degildir.
(2.2). ornekte hig tereddiit etmeden (2.4) diferansiyel denkleminin
tam, (2.5) denkleminin de tam olmadigin séyledik. (2.4) denklemi
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icin iddiamiz1 , diferansiyeli y%dx + 2zydy olan u(z,y) fonksiyonunu
bizzat ortaya koyarak kanitladik. Ancak (2.5) denklemi icin tezimizi,
diferansiyeli ydx + 2xdy olan hi¢hir u fonksiyonunun bulunamayacagini
kanmitlayarak pekistirmedik. Verilen diferansiyel denklemin tam olup
olmadigini ortaya cikaracak basit bir teste olan ihtiyacimiz ortadadir.
Agagidaki teorem bunu saglar.

TEOREM 2.1. M, N strekli birinci basamak kismi tiirevlere
sahip fonksiyonlar olmak iizere

Mdz + Ndy =0 (2.6)

diferansiyel denklemini gézoniine alalim.

(1) Sayet (2.6) diferansiyel denklemi tam ise o zaman

oM  ON
= - 2.7
oy ox (27)
olur.
(2) Tersine ejer
oM _ N
oy O
ise 0 zaman (2.6) diferansiyel denklemi tamdr.
Ispat. 1. kisum: (2.6) diferansiyel denklemi tam ise o zaman

Mdz + Ndy tam diferansiyeldir. Tam diferansiyelin tanimindan bir «
fonksiyonu

olacak sekilde vardir. O zaman

oM o
oydr Oy oxdy  Ox

olur. Ancak M ve N’nin birinci basamak kismi tiirevlerinin siirekliligini
kullanirsak,

Pu  u

dydr  Oxdy
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ve boylece
oM  ON

oy Oz
elde ederiz.
2. kisim: Bu birinci kismin tersidir.
oM _ oN
dy Oz
varsayimi ile baglariz Mdx + Ndy = 0 denkleminin tam oldugunu ka-
nitlayarak isi bitiririz. Demek ki bu durumda

ou
B M (2.8)
ve 5
u
a—y =N (2.9)

olacak gekilde bir u fonksiyonunun varhgimi ortaya koymahyiz. (2.8)
va da (2.9)'u saglayan bir u fonksiyonu bulabilecegimiz kuskusuzdur.
Ancak acaba ikisini de saglayan fonksiyon var midir? »’'nun (2.8) denk-
lemini saglayan bir fonksiyon oldugunu varsayarak yola ¢cikalim. O za-
man

"= /Ma:c + (y) (2.10)

olur. Burada [ M0z, y sabit tutularak gergeklestirilen z’e gore ”kismi
integrasyon” ve ¢é(y), y'nin keyfi bir fonksiyonudur (bu, integrasyon
sabitinin yerini tutar). (2.10)’un y’ye gére kismi tiirevini alirsak

ou do
— = M
9y / oxr + — dy
buluruz. (2.9) denklemi dogrulanacaksa
d¢
M 2.11
8y / dr+ dy ( )

ve boylece
N / M
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olmahdir. ¢ = ¢(y) oldugundan, % de z’ten bagimsizdir. Yani (2.11)’in
dogru olmasi icin

N——/Mm (2.12)

fonk51yonunun z’ten bagimsiz olmasi gerekmektedir. Hipotezden %M =
y

% oldugundan

2
emh__/M%LTE_i@/MM:

2
ON 0 /Max ON oM

%_82/&% %_a—y

bulunur ki, (2.12)’nin x’ten gergekten bagimsiz oldugunu anlariz.

Boylece
o) = [ |V = [ Fros]

vazabiliriz. Bunu (2.10)’da yerine koyarak

u:/M%+/[ /—44@ (2.13)

buluruz. Bu u fonksiyonu hem (2.8) ve hem de (2.9)’u saglar. Demek
ki Mdx + Ndy = 0 denklemi tamdir. Boylece teoremin ispati tamam-
lanmis olur.

Yiiksek matematigin dilini iyi ogrenmig ogrenciler, Teorem 2.1’in
yeniden :“(2.6) denkleminin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, (2.7)
sartinin yerine gelmesidir.” geklinde ifade edilebilecegini farketmigler-
dir. Diger 6grenciler i¢in (2.7)’deki OM /0y = ON /Ox sartinin tamlik
olgiitli oldugunu, (2.7) dogru olunca 2.6'min tam denklem olacagini,
(2.7) dogru olmayinca da 2.6'min tam denklem olmayacagini sGyleyelim.

Ornek 2.8. (2.7)’deki tamlik Slciitiinii, 6rnek 2.2’de verilen (2.4) ve
(2.5) denklemlerine uygulayalim.

yidr + 2zydy =0 (2.4)
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denklemi i¢in M = y?, N = 2zy ve M /0y = 2y = ON/dz olur ki,
(2.4) denklemi tamdir.
Ote yandan
ydzr + 2zxdy =0 (2.5)

denklemi i¢in M =y, N =2z ve OM/0y =1 # 2 = ON/0z olur.
Demek ki (2.5) denklemi tam degildir.

Ornek 2.4.
(27 siny + y*e*)dz + (2% cos y + 3y’e”)dy = 0
diferansiyel denklemi icin
M =2zsiny +y%e*, N =z°cosy + 3y%e”

ve Y
¥ = 2z cosy + 3y’e’ = s

olur ki, bu denklem tamdar.

C. Tam Diferansiyel Denklemlerin Cozimu

Artik elimizde tamligi belirlemek icin bir test oldugu halde, tam
diferansiyel denklemleri ¢cozmege baglayabiliriz. Mdx + Ndy = 0 denk-
lemi tam ise, Ou/dx = M, Ou/0y = N olacak sekilde bir u fonksiyonu
vardir. O zaman denklem

@dw + 6)—udy =0 veya du=0

ox dy
olarak yazilabilir. ¢ bir sabit olmak {izere © = ¢’nin bu denklemin bir
coziimi oldugu bellidir. Bu gozlemimizi agagidaki teoremle 6zetleriz.

TEOREM 2.2. Mdz + Ndy = 0 tam diferansiyel denkleminin
genel ¢6zimi; u, du/dx = M, Ou/0y = N olacak sekilde bir fonksiyon
ve ¢ bir sabit olmak tizere, 1 = ¢ ile verilir.

Teorem 2.2’ye bagvurursak, u’'nun (2.13) formiili ile verildigini gorii-
riiz. Fakat tam diferansiyel denklemleri ¢o6zerken bu formiili kullanmak
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ne arzulanir, ne de gereklidir. Onun yerine ya Teorem 2.1’in ispatinin
ikinci kisminda izlenen yol, veya asagidaki orneklerde goriilecek olan
“guruplama yontemi” kullanilir.

Ornek 2.5. (322 + dxy)dz + (22° + 2y)dy = 0

Ik gorevimiz bu denklemin tam olup olmadigini aragtirmaktir. Bu-
rada

oM N
M =3z 4+4zy ,N=22>+2y ,—— =4z ve a—:4x
oy ox

oldugundan denklem tamdir. Boylece

%:M:?)JJQ—F‘LTQ, %:N:2x2—|—2y
ox oy

olacak sekilde bir u fonksiyonu bulabiliriz. Bu esitliklerin birincisinden

u= /M@x +é(y) = /(3:752 +429)0z + ¢(y) = 2° + 2%y + o (y)

elde edilir. bunu y’ye gore tiiretirsek

% = 222 & @
Ay dy
bulunur. Ancak 5
o N=22+ 2y
Ay
bekleniyordu. Demek ki
217 + 2y = 277 + de yahut dé _ 2y
dy d

¢

)

olmahdir. Boylece ¢y keyfi bir sabit olmak iizere ¢(y) = 3> + ¢y veya
w=1x>4+22%y+vy* + ¢

olur. Buradan genel ¢oziim icin, v = ¢; ya da

x3+2:1:2y+y2+00201
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bulunur. Esasli olmayan ¢ ve ¢; sabitleri, ¢ = ¢; — ¢y keyfi sabiti olarak
birlegtirilirse genel ¢oztimii

2%y iy =

olarak yazabiliriz.

Okuyucularimiz ¢y = 0 alarak ¢(y) = y? yazmakla genellikten bir
sey kaybedilmis olmayacagini anlamiglardir. simdi farkli bir yontem
tanitacagiz.

Guruplama Yontems. Yukaridaki problemi bu sefer denklemin
terimlerini, sol taraf bazi tam diferansiyellerin toplami olacak sekilde
guruplayarak cozecegiz.

(32 + 4ay)dx + (22° 4 2y)dy = 0
diferansiyel denklemini
32%dx + (doydx + 22°dy) + 2ydy = 0
olarak yazabiliriz. Bu denklemin ¢ bir keyfi sabit olmak iizere
d(2®) + d(22%y) + d(y?) = d(c)

veya
d(z® + 22%y + y*) = d(c)

seklinde yazilabilecegini goriiriiz ki buradan hemen
2%y iy =
bulunur.

Bu yontemin daha hizli oldugu bellidir. Ancak diferansiyellerin he-
sabinda pratiklik ve terimlerin nasil guruplanacagi konusunda goriis ka-
biliyeti ister. Standart yontem daha uzun hesap isi gerektirir ve daha
uzundur ama tamamen diiz bir yoldur. Bu yontem diiz bir yol izlemek-
ten hoglananlara, hizli yontem de ¢cabucak sonuca ulagmak isteyenlere
tavsiye edilir.

Elimizde bu iki yontem oldugu halde, agagidaki tam diferansiyel
denkleme ait basglangic deger problemini ¢ozelim.
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Ornek 2.6. (2x cosy 4 3x%y)dz + (2° — 2 siny — y)dy = 0, y(0) = 2
baglangi¢ deger problemini gozoniine alalm.
[k gorevimiz bu denklemin tam olup olmadigini arastirmaktir.

oM ON
—— = 2zsiny +3z% = —
By rsiny + 3z o
oldugundan denklem tamdir.
"standart 7 Yéntem.
0 , 0 9 .
—u:M:2xcosy+3xyz, —u:N:x?’—xzsmy—y

oz dy

olacak sekilde bir u fonksiyonu bulmaliyiz. Buradan

U= /M8x+gz$(y) = /(Qx cos y+32°y)0z+ ¢ (y) = 2° cos y+z°y+¢(y)

0 d
a—z:—xzsiny+x3+£

elde edilir. Fakat ayni zamanda

0
—u:N:x?’—xQSiny—y
dy

olmasi gerektiginden
¢ _
dy

olur ki,

o(y) = —% +¢o

ve boylece
2

u:x2cosy+x3y—%+co

olur. u = ¢; genel ¢ozliimii de

y2
x2c08y+x3y— 5 =c



2.1. TAM DIFERANSIYEL DENKLEMLER 39

olarak yazilabilir. x = 0’da y = 2 baglangi¢ sartinm1 kullanirsak, ¢ = —2
buluruz. Boylece verilen baglangic deger probleminin ¢6zimii

y2

22 cosy + 2Py — 5 = -2

olur.
"Guruplama Yontemi”. Denklemdeki terimleri soyle guruplariz:
(22 cos ydx — z* sin ydy) + (32°ydx + 23dy) — ydy =0
Boylece
y?
d(z® cosy) +d(z’y) — d (2> = d(c)
ve
y?
x2c08y+x3y— 5 =c

diferansiyel denklemin genel ¢oziimii olarak bulunur. y(0) = 2 baglangig
sart1 kuskusuz daha once bulunan 6zel ¢coziimi verecektir.
Simdi standart yontemle birkac oérnek daha ¢ozelim.

Ornek 2.7. (cosy +ycosz)dz + (sinz — zsiny)dy = 0
diferansiyel denklemini gézoniine alalim.

oM ) ON
—— =cosx —siny = —
oy Y= 0
oldugundan verilen denklem tamdair.
0 0
—u:M:cosy+ycosx, —U:N:sinx—xsiny
ox dy

olacak sekilde bir u fonksiyonu bulmaliyiz. Buradan
u:/M8x+qf>(y) =
/(cos y+ycosx)dx + ¢(y) = xcosy + ysinx + ¢(y)

— = —gzsiny +sinz + —
oy y dy
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elde edilir. Fakat ayni zamanda

0 . i
gu =N =sinzx — xsiny
dy

olmasi gerektiginden
do

2 0, o(y)=c

olur ki,
u=xcosy +ysinzr+c

ve u = ¢; genel ¢oziimii de
Tcosy +ysinr =c

olarak yazilabilir.

Ornek 2.8.
(yze“”yZ + 4x3) dz + (Qxyemyz — 3y2) dy =0
diferansiyel denklemini gézoniine alalim.

oM > 2 ON
Z — g™ 9 3 zys _ T
oy yerr + 2xye O

oldugundan verilen denklem tamdir.

w= /Mc’):c +o(y) = / (v°e™" +42°) Oz + 8(y) = e + 2* + 9(y)

ve buradan

8u 2 dqb
e Y
oy zye”” + dy
elde edilir. Fakat ayni zamanda
0
v _ N = 2:rye“”y2 — 3y?
Ay
olmasi gerektiginden
do

=-3y%, d(y) =y’ +c

dy
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olur ki,
2 .
u=e" +at+yP e

ve © = ¢1 genel ¢oziimii de
eV’ +rt 4P =
olur.
Ornek 2.9.
(3x2y + 9%+ 2y + 63:) dr + (x3 + 32y® — 26’3:) dy =0

diferansiyel denklemini gézoniine alalim.

ou
Oy

ON

=3 +3y° + 2" = —
ox

oldugundan verilen denklem tamdair.
U= /Max +é(y) = / <3x2y +9° 4+ 2ye " + 6$> or + ¢(y) =

22y + 1P — 2ye™ + 322 + ¢(y)

ve buradan

du 3 2 - dé
- —9e7 % 4 T
3y z° 4+ 3y x e "+ dy
elde edilir. Fakat ayni zamanda
Ju = N = 2% + 3zy* — 277
dy
olmasi gerektiginden
d¢
df - 07 ¢(y) =c
Y

olur ki,
uw=2y+1y’r —2ye ¥ + 3% + ¢

ve © = ¢1 genel ¢oziimii de

2y + P — et + 322 = ¢
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olur.

Ornek 2.10.
(10z + 2y cosz + 3cosy)dz + (2sinz — 3z siny)dy =0

diferansiyel denklemini gézoniine alalim.

oM 5 3
—— =2cosz — 38iny = —
oy Y ox

oldugundan verilen denklem tamdir.
U= /Max + ¢(y) = /(IOx + 2y cosx + 3cosy)dz + @(y) =

522 + 2ysinz + 3z cos y + ¢(y)

ve buradan

9 _ o ginz — 3zsiny +
— S — L,
3y inx — 3xrsiny a
elde edilir. Fakat ayni zamanda
% =N =2sinz — 3zsiny
dy
olmasi gerektiginden
@0 $(y)
i = C
dy ; Y

olur ki,
uw = 52°+ 2ysinz + 3z cosy + ¢

ve u = ¢; genel ¢oziimii de
52% + 2ysinz + 3z cosy = ¢

olur.

C. Belirli Integral Yontemi
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%—A; ve %—Ji bir R dikdortgen bolgesinde siirekli ve
oM _ ON
dy Oz
olsun.

M(z,y) = % esitligini saglayan bir f(z,y) fonksiyonunu

X

fay)= [ Myt +ey) @y ek (214)

xo
ile tamimlayabiliriz ve ¢(y) keyfi fonksiyonunu diger kogul saglanacak,

yani N(z,y) = % olacak sekilde belirleyebiliriz. Bunun icin tirev
alarak; '

of d (= by [TOM(ty) ,
5y = gy L Mttt () = [ Tn T ()

= /: ON(t,y) dt + ' (y) = N(z,y) — N(zg,y) + ' (y)

elde ederiz. Boylece N(z,y) = % olmasi isteniyorsa, N(zo,y) = ¢(y)
secilmelidir. Yani; '

olmalidir. O zaman;

x y
flay) = [ Mty)de+ [ N, et (2.15)
Zo Yo
olur. Bu f(z,y) fonksiyonu i¢in
_0f _0f
M("Evy)_% ve N([L‘,y)— ay

ve daha da Onemlisi:

or oy
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yazilabilir. Boylece verilen denklem d[f(z,y)] = 0 haline gelir ki, genel
¢Ozim; k bir keyfi sabiti olmak fizere f(z,y) = k olarak yazilabilir.
Eger iglemlere N(z,y) ile baglarsak;

T y
9(z,y) = / Mt yo)dt +/ Nz, t)dt = ¢ (2.16)
Zo Yo
genel ¢6ztimiini elde ederiz. Duruma gore (2.15) ve (2.16) formiillerin-
den kolay olani tercih edilir.
Ornek 2.11. (y®+2x)dx+ (3zy>+1)dy = 0 diferansiyel denklemini
¢cOZUNiz.
M(z,y) =y*+2z N(z,y) =3zy>+ 1 oldugundan
oM ON

== —3 9,2
oy yooe ox

3y

oldugunu goriiriiz. (xg,y) = (0,0) alrsak, M(z,0) = 2t ve N(0,t) =
1 olur. béylece (2.15) denklemine gére ¢6zlim;

z y
[P+ 2nde+ [T1de= (P4 ) 5 f=yle 4 2t by =k
0 0
elde edilir. Benzer sekilde (2.16) formiili kullanilirsa;
z v
/ 2tdt +/ Bat? + Ddt = | +(at’ +1t) [{=2" + a2’ +y=c
0 0

bulunur ki beklendigi gibi iki sonug esittir.
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D. Integrasyon Carpanlar:

Mdx + Ndy =0

diferansiyel denklemi verilmig olsun.
OM /0y = ON /0x

ise, verilen denklem tamdir ve yukaridaki yontemlerden biriyle ¢oziile-
bilir. Ancak

OM /Dy # N /O

ise denklem tam degildir ve yukaridaki coziim yontemleri uygulana-
maz. Boyle durumlarda ne yapacagiz? Belki de tam diferansiyel ol-
mayan ifadeyi bagka bir ifade ile carparak onu, oncekine denk bir tam
diferansiyel denkleme dontistiirebiliriz. Artik ondan sonra yukaridaki
¢Ozlim yontemlerinden birini kullanmak miimkiin olur. (2.2) 6rneginde
ele alinan

ydz + 2zxdy =0 (2.5)

denklemini gozoniine alalim. Bu ornekte bu denklemin tam olmadigins
gormistiik. Ancak denklemi y ile carpinca buna denk ve tam

yide + 2xydy = 0 (2.4)

denklemini elde etmistik. (2.4) denklemi tam oldugundan integre edile-
bilir ve y've (2.5) denkleminin integrasyon ¢arpans denir. Genel olarak
integrasyon carpanini s0yle tanimlariz:

TANIM.
Mdx + Ndy =0 (2.17)

diferansiyel denklemi tam olmadigr halde, uygun secilmis bir F' fonksiy-
onu i¢in g = F(z,y) olmak {izere

puMdx + pNdy =0 (2.18)

diferansiyel denklemi tam olsun. O zaman p’ye (2.17) denkleminin bir
integrasyon carpant denir.
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Ornek 2.12.
(3z + 4zy?)dz + (27 + 32%y)dy = 0 (2.19)
denklemini ele alalim. Denklem

oM ON
M = 3z+4zy?, N = 223y+3zy? oy 3+8xy ve = 2+6xy
Y x

olmak iizere (2.17) seklindedir.

oM ON
o0 7 or

oldugundan (2.19) denklemi tam degildir.
p = %y olsun. O zaman (2.18)’e kargihik olan denklem

(322y* + 423y )dx + (22%y + 32*y?)dy = 0

olur.

O(uM) — Ga2y + 12252 = d(uN)

dy ox
oldugundan bu denklem tamdir ve p = 22y, (2.19) denkleminin bir
integrasyon carpanidir.

Simdi su soru ortaya cikiyor: integrasyon carpani nasil bulunur?
Bu soruya burada cevap vermege kalkigmayacagiz. Onun yerine 2.2
kesiminde ayirlabilen denklemleri, 2.3 kesiminde de lineer denklem-
leri incelemek iizere yolumuza devam edecegiz. Bunlardan birincilerin
kolayca goriilebilen, ikincilerin de 6zel tiirde integrasyon carpanlarina
sahip olduklarini bulacagiz. 2.4 kesiminde yukaridaki soruya yeniden
donecegiz. Buradaki amacimiz sadece kavrami tanitmakta.

ALISTIRMALAR

1.’den 10.’ya kadar problemlerde denklemlerin tam olup olmadikla-
rint aragtiriniz, tam olanlari ¢oziiniiz.

1. (Bz+2y)dz+ 2z +y)dy=0
2. (y*+3)dz + 20y — 4)dy =0
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(2zy + 1)dz + (2* + 4y)dy = 0

(3z%y + 2)dz — (2° +y)dy =0

(6xy +2y* — 5)dx + (32? + dxy — 6)dy =0
(6% + 1) cosrdr + 20sinrdd = 0

(ysec® x + sec ztanx)dr + (tanz + 2y)dy =0
+x> dzr + (7+y)dy—0

) ds + ( ) dt =0

10 220H gy 4 (32122 — 1)dy = 0

© N O W

(5
(2

11.’den 14.’e kadar baglangic deger problemlerini ¢oziiniiz:

Qxy 3 dz + (2% + 4y)dy = 0

{ 2y sinz cosz + y?sinz)dx + (sin? 2 — 2y cosx)dy = 0

y
( y£®@=0
y

{ﬁﬁmMﬂW%ﬁ“@zo
y(1) =38

15. A sabitini asagidaki denklemler tam olacak sekilde hesaplayiniz
ve sonucta elde edilen tam denklemleri ¢oziintz.

(a) (2zy+ l)dz + (Az? +4y)dy =0

(b) <$%+x%)dx+ (%)dyzo

16. Agagidaki problemlerden herbirinde, bu denklemler tam olacak
sekilde en genel N(x,y) fonksiyonunu hesaplayiniz .

(a) (2 + zy?)dz + N(z,y)dy =0

(b) (z7%y~* + 2y~*)dz + N(z,y)dy =0

17. (42 + 3y?)dz + 2xydy = 0 diferansiyel denklemini gozoniine
aliniz:

(a)  Bu denklemin tam olmadigini gésteriniz.

(b)  m bir pozitif tamsay1 olmak lizere ™ geklinde bir integrasyon
carpanini bulunuz.



48 BOLUM 2. TAM COZULEN 1. BASAMAK DENKLEMLER

(¢)  Denklemi (b)’de buldugunuz integrasyon carpani ile ¢arpip
sonucta elde edilen tam diferansiyel denklemi ¢oziiniiz.

18. [y + xf(z® + y?)|dz + [yf(z* + v*) — z]ldy = 0 seklindeki
diferansiyel denklemi gézoniine aliniz:

(a)  Bu sekildeki denklemlerin tam olmadigini gosteriniz.

(b)  1/(z?+v?)’nin bu tiir denklemler icin bir integrasyon carpani
oldugunu gosteriniz.

19.  [y+z(z®+y?»)dr+[y(2> +32)? — x]dy = 0 denklemini ¢ozmek
icin 18(b)’deki sonucu kullaniniz.

EK ALISTIRMALAR

A) Asagidaki diferansiyel denklemlerin tam olduklarini gésteriniz
ve c¢oziimlerini bulunuz.

(y* — 1)dz + (2zy — siny)dy = 0

(2zy + 2*)dz + (2 + y*)dy =0

(32% — 6zy)dx — (32% + 2y)dy = 0

(zv/2% +y* +y)dz + (yva? + y* + z)dy =0

(2zy* + siny)dz + (42%y® — z cosy)dy =0

yidr — (2 + 3y? — 2zy)dy = 0

(22 + cosh zy)dz + [(zy cosh zy — sinh zy) /y*]dy = 0
(2zy + e¥)dz + (z* + ze¥)dy =0

(1+1In(zy))dz + (1 + 7)dy =0

. (siny — ysinzy)dz + (zcosy — rsinzy)dy =0

© XN T WD

—
)

B) Asagidaki baglangic deger problemlerini ¢oziiniiz.

. (2zy — Ddx + xQdy =0, y(1)=2

. (2xy + e¥)dz + (2% + $ey)dy =0, y(l)=1In2

Az + y)dw + (z+2y)dy =0, y(2)=3

(2 +y )y + 22y +1)=0, y(2)=-2

ot = (2arctany — arctanz — zsec’ )y, y(0) =1

T W N =
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2.2 Ayrilabilen Denklemler

A. Ayrilabilen Denklemler

TANIM.
F(x)G(y)dz + f(x)g(y)dy =0 (2.17)
seklindeki denkleme, degiskenleri ayrilabilen denklem ya da kisaca ay-
rilabilen denklem denir.

Mesela (z° + z?)y dx + 2*(y® + 2y)dy = 0 aymlabilen denklemdir.
(2.17)’deki ayrlabilen denklem genel olarak tam degildir. Ancak
1/f(z)G(y) gibi bir integrasyon carpani oldugu kolayca goriilebilir.
(2.17)’yi bu ifade ile carparsak, degiskenler ayrilarak

I (x) 9(y)
S+ L gy =
() G(y)

egdeger denklemi elde edilir.

(2.18)

0 1Pl _ o _ 9 |9ly)

% 0] =0 % &
oldugundan bu denklem tamdir.

PO _ vy, 29— Ny

/(=) ()

dersek, (2.18) denklemi M (z)dx + N(y)dy = 0 halini alir. M sadece
z’in, N de sadece y’'nin fonksiyonu oldugundan c¢oziimiin, ¢ bir keyfi
sabit olmak iizere

/M(x)dx + /N(y)dy =c (2.19)

oldugu hemen goriiliic. Boylece (2.17) ayrilabilen denklemini ¢ézme
problemi, (2.19)’daki integralleri hesaplama problemine déniigmiis olur.
Bu bakimdan ayrilabilen denklemler, en basit birinci basamak diferan-
sivel denklemlerdir.

Ornek 2.13. (2 + 22)y dz + 22 (y® + 2y)dy = 0. Denklemi z2y'ye
bolerek degiskenlerini ayirabiliriz. O zaman

23 + 2 349
5 d:r+y 4

dy =0
T
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ya da
(z+ 1)dz + (y* +2)dy =0

elde edilir. Buradan da
/(x—l—l)dx—l—/(y2+2)dy:c

ve sonu¢ olarak
2 3

z Yy
— 42y =
5 +z+ 3 +2y=c
bulunur.

Degiskenleri ayirmak icin denklemi z2y’ye boldiigiimiize dikkat edin.
Bu isi yaparken x,y # 0 kabul ettik. Burada ayrilabilen denklemleri
cozme aligkanligr kazanmaga caligtigimizdan, bolen ifadelerin sifirdan
farkli olduklarini daima varsayacagiz.

Ornek 2.14.
zsiny dz + (z* + 1) cosy dy =0 (2.20)
denklemi ile .
y(1) =5 (2.21)

baslangi¢ sartindan olugan baslangi¢ deger problemini ¢ozuniiz.
Once (2.20) diferansiyel denkleminin genel ¢éziimiini elde ederiz.
Denklemi (2* + 1) siny ile bolerek degiskenleri ayiririz:
cos y

d dy =0
241 I+siny Y

Boylece ¢ bir sabit olmak iizere

x cos y
do+ [ 20y =
/x2+1 T sinyy 0

elde edilir. Integraller hesaplanirsa

1
5 In(z* +1) + In|siny| = ¢ (2.22)
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bulunur. Genel ¢éziimi bu halde birakabiliriz. Ancak onu asagidaki
islemleri yaparak daha temiz hale de getirebiliriz: Sol taraftaki terimler
logaritmik oldugundan, ¢y keyf"1 sabitini 1In|e¢;| seklinde yazarak bir
seyler yapilabilir. O zaman

1
5111(1:2 + 1)+ In|siny| =In|e|

elde edilir. Tki yani 2 ile carparak
In(z* +1) +21In|siny| = 2In|c|
ve |c| = ¢} olmak iizere
21n |siny| = In(siny)?, 21In|e;| = In(e)? =1In|c|
olduklarini hatirlayarak
In(z* + 1) + Insin® y = In |¢|
elde ederiz. In A 4+ 1In B = In AB oldugundan bu son ifadeden
In[(z® + 1) sin® y] = In ||

ve buradan da
(> +1)sin’y = ¢ (2.23)
elde ederiz. (2.23)lin, (2.22)’ye gore daha diizenli oldugu goriilmekte-
dir.
Simdi (2.23)%e, (2.21) baglangic sartin1 uygulayacagiz. O zaman

(12 + 1) sin® g =c

elde ederiz. Demek ki ¢ = 2 olmalhidir. Boylece verilen baglangic deger
probleminin ¢ozimii
(2% +1)sin’y = 2

olur.

Ornek 2.15. ' + 4z + ST — 632y cos y® — 3 diferansiyel den-
klemini diferansiyel formda yazarsak biraz cebirsel iglemle:

sin
_|_

4 +
(x z 1+ z2

) dr = (6y2 cosy® — 1) dy



52 BOLUM 2. TAM COZULEN 1. BASAMAK DENKLEMLER

elde edilir ki integrasyonla, verilen denklemin bir genel ¢oziimii olarak:

sinx )
de =2siny® —y +c¢

212 + arctan z + /
T

elde edilir. Buradaki integral, bilinen fonksiyonlar cinsinden yazmak
mimkiin olmadigindan, yerinde birakilmigtir.

Ornek 2.16. f ve g herhangi bir degigkenli fonksiyonlar olmak iizere

yf(zy) dz + zg(zy) dy =0

denklemi, zy = v bagimli degisken doniigiimii ile ayrilabilen denklem
haline getirilebilir.

Gergekten verilen dontisiimden ydz +xdy = dv, 2?dy = zdv—vdz
bulunur. Bunlar denklemde yerlerine kondugunda

vf(v)dz + (zdv — vdx)g(v) =0

ve buradan da
dz
v[f(v) — g(v)]dz + zg(v)dv =0 ya da — + .
ayrilabilen denklemi elde edilir.

Ornek 2.17. y(zy + 1)dz + z(1 + zy + 2%y?)dy = 0 diferansiyel
denklemini ele alalim. zy = v bagimli degisken doniigiimu

ydr +zdy =dv  — 2%dy = zdv — vdz
olmasini gerektirir. Bunlar x ile carpilmis
zy(zy + 1)dz + (1 + zy + 2%y*)z’dy = 0
diferansiyel denkleminde yerlerine kondugunda
v(v+1)dz+(1+v+v?) (zdv—vdz) = 0 ya da —v*dz+x(1+v+v?)dv = 0

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklem

d—x—<i+i+l)dvzo

T v3 o v w
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seklinde ayrilabilir ki integrasyonla

1 1
— 4+ —=lnv—Inz+1Inc
202w

ve v = zy oldugu hatirlanarak

1 1

T |

bulunur.

B. Homojen Denklemler

TANIM. % = f(z,y) seklinde yazildiginda bir g fonksiyonu
f(z,y) = g(%) olacak sekilde bulunabiliyorsa, M (z,y)dz+ N (z,y)dy =
0 birinci basamak diferansiyel denklemine homojen diferansiyel denklem
ya da kisaca homojen denklem denir.

Ornek 2.18. (2 — 3y?)dx + 2zy dy = 0 denklemi homojendir. Bunu
gormek icin once denklemi

dy _2* =3y’
de — 2xy

seklinde yeniden yazalim. Simdi

$2—392_3?/_$_3<@/>_1 1
2cy 2z 2y 2\z/ 2\%)’
oldugunu gozlersek verilen diferansiyel denklemin
dy _ 3 <y> _ Il
de 2 \z 2\ %
seklinde yazilabilecegini goririiz. Burada artik sol taraf bir g fonksiyo-
nu icin g (%) bicimindedir.

Ornek 2.19.

<y+\/x2+y2>d:p—xdyzo
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denklemi homojendir.

dy _y+VaT+y®
dz T
seklinde yazilinca sag taraf z’in igaretine bagl olarak

\/ y y\?
. el 1 s
_x veya - T + (95)

haline gelir. Bunun g (%) biciminde oldugu ise bellidir.

HI‘@

Homojen denklemlerin c¢oziimlerine baglamadan once, boyle denk-
lemleri tamimak icin biraz farklt bir yontem verecegiz. F(tx,ty) =
t"F(x,y) ise, F'(x,y) fonksiyonu n. dereceden homojen’dir denir. Bu-
nun anlami, F(z,y) fonksiyonunda z yerine tx, y yerine ty konulunca
" parantez digina alinabilecek ve parantez iginde basglangigtaki F'(z, y)
fonksiyonu kalacak demektir. Mesela F'(z,y) = z% + y? ile verilen
fonksiyon 2. dereceden homojendir. Ciinki

F(tz, ty) = (tz)? + (ty)* = *(z* + y°) = °F (2, y)
olur.

Simdi Mdx + Ndy = 0 diferansiyel denklemindeki M ve N fonksi-
yonlarinin ikisinin de ayni n. dereceden homojen olduklarini varsayalim.
M (tx, ty) = t"M(x,y) oldugundan

(=)= (2 e

1 n
N (Lg) = <—> N(z,y)
x x
elde ederiz. Simdi Mdx + Ndy = 0 diferansiyel denklemini
dy _ M(z,y)

dz — N(z,y)

ve

seklinde yeniden yazarsak
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buluruz. Bunun g¢ (%) biciminde oldugu ise bellidir. Buradan Mdzx +
Ndy = 0 denklemi ilk homojenlik tanimina gére de homojendir. Boy-
lece Mdx + Ndy = 0 denklemindeki M ve N fonksiyonlart ayni n.
dereceden homojen fonksiyonlarsa, bu denklemin bir homojen denklem
oldugu anlasilir.

Simdi 2.10 ve 2.11 6rneklerini bu bulgular 1s181nda yeniden ele ala-
lim. 2.10 érneginde M = 22 — 3y%, N = 2zy’dir. Burada M ve N
ayni ikinci dereceden homojen fonksiyonlardir. Boylece (x? — 3y?)dx +
2zy dy = 0 denkleminin homojen oldugunu hemen soyleyebiliriz. 2.11
orneginde

M=y+y22+y*> N=-x

olmaktadir. N'nin birinci dereceden homojen bir fonksiyon oldugu bel-
lidir.

M(tz, ty) =ty ++/(tz)? + (ty)? = t(y + /22 +32) = t' M (z, y)

oldugundan M de birinci dereceden homojen bir fonksiyondur. Boylece

<y+\/x2+y2>d:p—mdy:0

denkleminin homojen oldugunu goriiriiz.

Simdi asagidaki teoremi ispat ederek her homojen denklemin ayri-
labilen bir denklem oldugunu gésterecegiz.
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TEOREM 2.3.
Mdz + Ndy =0 (2.24)

denklemi homojen bir denklem ise, y = vz degisken doniigimii (2.24)
denklemini v ve z degiskeni cinsinden ayrilabilen bir denkleme donts-
turir.

fspat. Mdx + Ndy = 0 denklemi homojen oldugundan onu

d_y:g@)
dz T

seklinde yazmak miimkiindiir. y = vz diyelim, o zaman

dy N dv
—~ =uv+z—
dx dx

olur ki (2.24) denkleminden

v+x% = g(v)

veya
[v—g(v)]dz + xdv =10

elde edilir. Bu denklem ayrlabilendir. Degigkenleri ayirarak

dv dz
— =0 2.2
v — g(v) * x (225)

bulunur. Boylece ispat da biter.

(2.24) seklinde bir homojen diferansiyel denklemi ¢ézmek igin, y =
vx yazar ve homojen denklemi, (2.25) seklinde ayrilabilen bir denkleme
dontistuririz. Buradan da ¢ bir keyf™1 sabit olmak tizere

dv dz
N
v — g(v) x

Fv) :/ dv

v—g(v)
olsun. Eski bagl degisken y’ye donersek ¢oziim:

F<Q> +Injz| =c
s

elde edilir.
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seklini alir.

Ornek 2.20.
(z° — 3y*)dx 4 22y dy = 0

denklemini ¢oziiniiz.

Bu denklemin homojen oldugunu daha 6nce gormiigtiik. Onu

dy xSy
dr 2y 2z

seklinde yazalim ve y = vz diyelim, o zaman

N dv 1 3v
v+ r—=—— + —
dx 2 2
veya
dv 1 v
de  2vu 2
veya sonu¢ olarak
dv 1?2 -1
TrT— =
dz 2v

bulunur. Bu denklem ayrilabilendir. Degigkenlerini ayirarak

2v dv _dz
-1 x

bulunur. integre ederek
Injv? — 1| =1In|z|+1Inlc] ve v*—1=cx
elde edilir. Simdi v yerine ¥ konularak ¢oziim

2
) _ 2 2 _
—2—1_cx veya Yy  —z° =cx
r

3

olarak bulunur.

Ornek 2.21.(y + Va2 + y2) dx—z dy =0, y(1) = 0 baglangi¢ deger

problemini ¢oziiniiz.
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Bu denklemin homojen oldugunu daha énce gérmiistiik. Onu daha

once oldugu gibi
dy _y+vVa2+y?

dz &

seklinde yazalim. Baglangictaki = degeri 1 oldugundan v/z? = x alalim.

O zaman
d 2
v fi ()
der =z T

elde ederiz. y = va diyelim, o zaman denklemimiz

d d
7)+zd—vz7)+\/1—|—02 veya xd—vz 14 22

haline gelir. Degigkenleri ayirarak
dv dx
v+1 oz
bulunur. Bunu integral tablolari yardimiyla integre ederek

Injv+vVo2+1|=In|z|+Inlc] veya v+Vv2+1=cx

elde ederiz. Simdi v yerine £ konularak ¢oziim

2
g—l—\/l—l— <g> =cx
T x
Y+ /22 +y2 = ca®
olarak bulunur.

Baglangi¢ sarti # = 1’de y = 0 olmasini istemektedir. O zaman
¢ =1 olur ve baslangic deger probleminin ¢6zimi,

y g
(+* 1)

veya

ve buradan da

y:

DN | —

olur.
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C. Homojen Denklemlerin fntegmsyon
carpanlary

LEMA 2.1. Homojen fonksiyonlar hakkinda Euler teoremi F(z,y)
birinci basamaktan stirekli kism "1 tiirevlere sahip n. dereceden homojen

bir fonksiyon ise,
oF or

— — =n.F
$8x+y8y "

olur.

Ispat. F fonksiyonu n. dereceden homojen oldugundan onu
Flz,y) = a"F (1, y)
x

seklinde yazabiliriz. Simdi teoremde adi gecen tiirevleri hesaplarsak,
FW ve F F fonksiyonunun birinci ve ikinci degiskenlerine gore tii-
revlerini gostermek iizere

nz"F (1, Q) + g (F(l).() + F<2).—y> =nF —yz" ' F®
x

ve

F 1
yé}— = yz [x”F (1, y)} = yx" (F(l).() -+ F(Q).> =y F®
Ay dy x z

bulunur ki bunlarin toplanmasiyla lemanin hiikmii elde edilir.

LEMA 2.2. Mdz + Ndy = 0 denklemi homojen ise,

1
aM +yN

fonksiyonu bu denklem icin bir integrasyon carpanidir.

Ispat. Mdz + Ndy = 0 denklemini 1/(xM + yN) ile carparsak

M

I
>,
I
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olmak tizere
Mdxz+ Ndy=0

denklemini elde ederiz.

oM (:rM+yN)%—A;—M(x88—JZ+N+y%—];)

oy (zM 4+ yN)?

ve
ON _ (M 4+ yN) 2 — N(x94 4 pf + 42N
Oz (xM +yN)?

oldugundan Euler teoreminin de kullanilmasiyla

oNt N _ N (e +yGh) - M(eF +yG))

dy  Or (zM +yN)?
NnM — MnN B
(M +yN)2

elde edilir. Demek ki Mdz + Ndy = 0 denklemi tamdir. Béylece
lemanin ispati tamamlanmig olur.

Ornek 2.22.
(32%y + y*)dz + (zy* — 2¥)dy =0

denklemini ¢oziiniiz.

Bu denklemde M = 322y + 4% ve N = xy? — 2°® fonksiyonlarinin
ikisi de 3. dereceden homojen fonksiyonlardir. O halde

1 1
M +yN  2(x3y + 213)

fonksiyonu bu denklem icin bir integrasyon carpamdir. Verilen denkle-
mi bu integrasyon carpani ile carparsak,

1 /342 3 2 .3
3y + xy? 3y + ry’

2
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elde ederiz. Terimlerin yeniden guruplanmasiyla

1 [ 322%y +4° z3 + 3zy? xy? + 23
_( yry v\ ay dy =0

x —
2 \ 23y + 293 3y + vy’ Y ?y + zy?

ve buradan da ¢ bir keyf™1 sabit olmak iizere
1 3 3 1
§d In|z°y +2y’| —d In|y| = §d In|c|

olur ki, verilen denklemin genel ¢ozimii

[173

“day=c veya z24axy’—cy=0
Y
olarak bulunur.

Ornek 2.23. (22 + 3y?)dz — 2zydy = 0 diferansiyel denklemini
¢oziinuz.
Bu denklemden
dy 2 +3y°

dx 2y
bulunur ki, pay1 ve payday1 2%’ye bolmekle

dy_1+3<§>2
dr 2(}1)

z

elde edilir. Bu homojen denklem, homojen denklemler icin daha once
anlatilan yontemlerle ¢oziilebilir.

Ornek 2. 24.
yidr + (2° — 2y — yH)dy =0
denklemini ¢oziinuz.

Bu denklemde M = 3% ve N = 22 — zy — y? fonksiyonlarmin ikisi
de 2. dereceden homojen fonksiyonlardir. O halde

1
xM+yN_:r2y—y3
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fonksiyonu bu denklem icin bir integrasyon carpanidir. Verilen denkle-
mi bu integrasyon c¢arpani ile carparsak,

dr + dy =0
zry —y? 2y

elde ederiz. Terimlerin yeniden guruplanmasiyla

de —azdy 1
Yar Z T4 L gy =0
T —y? oy

ve buradan da ¢ bir keyf"1 sabit olmak tizere

1
§d ]T]

r—y
T+y

1
‘+d 1n|y|:§d In|¢|

olur ki, verilen denklemin genel ¢oziimi

v}z —y)—clz+y) =0

olarak bulunur.

D. Homojen Hale Getirilebilen Denklemler

a1, b1, c1, a0, by, co € R sabitler olmak tizere
(a1 + by + c1)dz + (aax + boy + ¢2)dy =0

tipindeki denklemler, uygun bir doniigiimle homojen hale getirilebilir.
Bu konuyla alakali olarak su teoremi verebiliriz:

TEOREM. aq,by,cq, a9, bo, co sabitler olmak tizere
(a1 + by + c1)dz + (aax + boy + ¢2)dy =0

diferansiyel denklemini gézoniine alalim.

1. Hal & # g—f ise (h, k),

a1h+b1k+6120
a2h+b2k+6220
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sisteminin ¢oziimi olmak iizere
r=X+h y=Y+Ek
doniisimi yukaridaki denklemi X, Y cinsinden
(a1 X +b6:Y)dz + (ax X + b,Y)dy =0

homojen denklemi haline getirir.

2. Hal Z—f = 2—? = k ise z = aix + byy doniisimi, yukaridaki

denklemi x, z cinsinden ayrilabilen bir denkleme dontisturiir.

Ornek 2.25.(x — 2y + 1)dz + (4z — 3y — 6)dy = 0 diferansiyel denk-
lemini ¢oziliniiz.

Burada a; =1, by = —2, as = 4, by = —3 oldugundan Z—f =4 £
bo

2= $dir. Teoremin 1. haline gore (h, k)

h—2k+1=0
4h — 3k —6=0

sisteminin ¢oziimi olmak iizere

r=X+h
y=Y +k

doniisimi yapacagiz. Bu sistemin ¢oziimi A = 3, k£ = 2 ve doniigiim

zt=X+3
y=Y 42

olacaktir. Bu doniisiim verilen denklemi
(X —2Y)dX + (4X —3Y)dY =0

homojen denklemi haline getirir. ¥ = v X bagimli degisken dontisiimii
bu denklemi X, v cinsinden
(Bv—4)dv _ dX
32— -1 X
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ayrilabilen denklemi haline getirir ki ¢oziimi
X*Bv+ 15 =c(v—1)
olur ve geri dontuigiimler yapildiginda verilen denklemin genel ¢oziimi
(z+3y—9°=cly—az+1)
olarak elde edilir.

Ornek 2.26.  (z + 2y + 3)dz + (22 + 4y — 1)dy = 0 diferansiyel
denklemini ¢Oziiniiz.

Burada a; =1, by = 2, a9 = 2, by = 4 oldugundan Z—f = 2—1 =2
olmaktadir. Teoremin 2. haline gore

z=1x+2y

dontisimi yapar ve verilen denklemi

(z+ 3)dz + %(22 —1)(dz—dz) =0

veya
Tdr + (22 — 1)dz =0

ayrilabilen denklemi haline getiririz. Bunun integrasyonu ile
Tx+2°—z2=c
ve z = x + 2y konularak
e+ (z+2y)° — (z +2y) = ¢

veya
22+ 4oy + 4y +62 -2y =c
bulunur.

Ornek 2.27. (22 —y — 3)dz + (z 4+ 3y — 5)dy = 0 denklemini
homojen hale getiriniz.
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¢E=2-2, n=y—1 doniigiimii yapilirsa bu diferansiyel denklemin

(26 = n)d§ + (§+3n)dn =0

homojen denklemi haline geldigi goriliir.

Ornek 2.28.  (3z —y+ 1)dz + (z — 3y +2)dy =0  denklemini
homojen hale getiriniz.

&= x-l—i, 7= y—i dontisiimi yapilirsa bu diferansiyel denklemin

(3¢ —m)d€ + (€ — 3n)dn =0

homojen denklemi haline geldigi goriliir.

ALISTIRMALAR

1.’den 14.’ye kadar problemlerdeki diferansiyel denklemleri ¢oztiniiz.

1. 4oy dr+ (22 +1)dy=0

2. (vy+2z+y+2)dr+ (2% +2x)dy =0
3. 2r(s*+ 1)dr+ (r*+1)ds =0

4. cosecy dzr + sec x dy =0

5. tanf dr+2r df =0

6. (e’+1)cosudu+e’(sinu+1)dv=0

7. (z+4)(y*+ Ddr +y(z? +3x 4+ 2)dy =0
8. (z+4y)dr—zdy=0

9. (2zy + 3y?)dx — 2zy + 2¥)dy =0

10.  v3du + (v® — uv?)dv =0

11. z(tan(y/z) +y)dz —x dy =0

12, (2s% + 2st + t%)ds + (s* + 2st — 1?)dt = 0

13. (2 + y*V2? + y?)dx — zy/22 + 32dy = 0

M.oa. (Ve+y+/r—yde+ (/2 —y—J/r+y)dy=0
b. y(1 —zy)dx — x(1 + zy)dy =0

c. y(1—zy+ 2?y?)dx + z(zy — 2%y?)dy =0

15.’den 20.’e kadar problemlerdeki baslangic deger problemlerini
¢cOZUNiz.
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15. (y+2)dz+y(z+4)dy=0, y(-3)=-1

16. 8cos’y dz + cosec’s dy =0, y (%) =1Z

17. 3z +8)(y* + 4)dx — dy(z® + 5z + 6)dy =0, y(1) =2
18. (22 +3y})dx —2zy dy =0, y(2)=6

19. 2z —5)dz+ (dz —y)dy =0, y(1)=4

20.  (3z% +9xy + 5y*)dx — (622 + 4ay)dy =0, y(2) = —6

21.  (Az? + By*)dz + (Cz? + Dy*)dy = 0 homojen denkleminin
tam olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun 2B = C' oldugunu gosteriniz.

22.  (2* 4+ 2y*)dz + (4zy — y2)dy = 0 denklemini iki yontemle
¢oziinuz.

23. (a) Mdx+ Ndy =0 homojen denklem ise, x = uy déniigiimi-
niin bu denklemi u ve x degiskenleri cinsinden ayrilabilen bir denkleme
dontstirecegini gosteriniz.

(b) (a) sikkinin sonucunu metindeki 2.20 Srnegini ¢6zmede kul-
laniniz.

() (a) sikkinin sonucunu metindeki 2.21 érnegini ¢6zmede kul-
laniniz.

24. Mdx + Ndy = 0 homojen denklem ise, x = rcosf, y =
rsinf  doniigiimiiniin bu denklemi r ve # degiskenleri cinsinden ayri-
labilen bir denkleme doniistiirecegini gosteriniz.

25.

Mdx + Ndy =0 (A)

denkleminin homojen oldugunu kabul edelim.
(a) (A) denkleminin, £ bir sabit olmak {izere

r=kE y=kn (B)

doniisimi altinda degismedigini gosteriniz.
(b) (A) denkleminin genel ¢6ziimiiniin, ¢ bir keyfi sabit , ¢ de keyfi
bir fonksiyon olmak iizere

v=cs(2) (©)
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seklinde yazilabilecegini gosteriniz.

(c) (b) sitkkimin sonucunu, (C)’deki genel ¢oziimiin (B) déniigiimi
altinda degismeyecegini gostermede kullaniniz.

(d) (a) ve (c)'de kamtlanan sonuclari geometrik olarak yorum-
layiniz.

Asgagidaki birinci basamak diferansiyel denklemleri homojen hale
getirerek coziiniiz.

26. (2z—y—3)dr+ (z+3y—5)dy=0
27 Br—y+1l)de+ (z—3y+2)dy=0
28. (22 —bBy+3)dr — (2z+4y —6)dy =0
29. (z—y—1l)de+(z+4y—1)dy=0
30. bz +2y+1l)de+(2zx+y+1)dy=0
3. Bz —y+1)dz — (62 — 2y — 3)dy =0
32. (z—2y—3)de+2z+y—1)dy=0

Asgagidaki baglangic deger problemlerini ¢oziiniiz.

32.
6z +4y + 1)dz + (4o + 2y +2)dy =0
(2) =3
33.
{(3x—y—6)dw+(w+y+2)dy20
y(2) =2
32.
{(2:c+3y+1)d:c+(4x+6y+1)dy:0
y(=2) =2

EK ALISTIRMALAR

A) Agagidaki ayrlabilen diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerini bu-
lunuz.

1. 4 = 2xy 2. 2y cos zdx = sin zdy
3.y =32*(1 +y?) 4. 3ydx = xdy

5. 2(zy +x)y =y 6. (y* — 3y +2)dz = zdy

7. (y+2¥)dy = (zy? — x)dz 8. ydz — zdy = z(dy — ydx)
9. yy' = 2(zy + 1) 10. dz + ydy = z¥dy
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11. (ye*t¥dy = dz 12. ze® tdy = ydy

13,y = & 14y =2

15. ¢ +4y?sinz =0 16. zdx 4 cotxdy =0

17. (xy? + 3zy)dr —dy =0  18. (2sin® 3z + 1 + cos 6x)dx — 2dy = 0
19. 2y’ — y®cosz = 0 20. 2x cosydz + r?(secy — siny)dy = 0
21. 4"+ ¢y +1=0 22. zy" =1

23. yy =y

Asgagidaki baglangic deger problemlerini ¢oziiniiz.

24. 2zydr + (1 +y)dy =0, y(2)=1 25. 9 +y*sinz =0, y(0)=0
26 2xy' +y =0, y4)=1 27. ¢y +2y =0, y(0) =100
28. 2zdr — dy = z(zdy — 2ydz), y(-3)=1

29. dy = z(2ydzx — zdy), y(1) =4

B) Asagidaki homojen diferansiyel denklemlerin genel ¢éziimlerini
bulunuz.

1. (z? + y?)dz = 2zydy 2. 22y =y —ady =0
3.2y —y = VT ¥ y? 4. a?dy = (zvy —y?)dz
5. 2%y =y + 2xy 6. 3aydr + (2y* — 2°)dy = 0
7. (@ +ycot$)dy —ydr =0 8. (zy+y?)dr = (zy +y* + 2°)dy
g du _ 20—y 10, & = 2y
L e sy
1L G = 5ty o =i

Asgagidaki baglangic deger problemlerini ¢oziiniiz.

13. 2?ydxr = (2 —y¥)dy, y(1)=1
4. oy =y ++v/22+9%, y(4)=3
15. (2y® — 2%)dz = 3zy*dy, y(1) =2
16. (z* + yY)dz = 22%ydy, y(1) =0
17y =sec? + 4  y(2)=7

16. (2® + y*)dr = 2xy°dy, y(1)=0
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2.3 Lineer Denklemler

ve Bernoulli Denklemleri

A. Lineer Denklemler

1. Bolim’de biitiin diferansiyel denklemler igin gecerli bir lineerlik
tanimi vermistik. simdi birinci basamaktan lineer diferansiyel denklem-
leri inceleyecegiz.

TANIM. Birinci basamaktan bir denklem

dy

Lt Py = Q) (2:26)

seklinde yazilabiliyorsa, lzneer’dir denir.

Mesela

d
x%%—(w%—l)y:x?’

denklemi birinci basamaktan lineer bir denklemdir. ¢iinki
dy 1 2
hatcd 1+ 2y =
T+ Jy=o
seklinde yazlabilir ve P(z) =1+ 1, Q(z) =2? olmak iizere (2.26)
yapisindadir.
Simdi (2.26) denklemini

[P(2)y — Q(z)]dz + dy = 0 (2.27)

seklinde yazalim. Bu denklem M = P(z)y — Q(z) ve N =1 olmak
uzere
Mdx + Ndy =0

seklindedir.
a_M — ( ) e a_N —
oy 2V ey T
oldugundan P(z) = 0 olmadik¢a bu denklem tam degildir. Bu durumda
(2.26) denklemi zaten basitleserek ayrilabilen bir denklem haline gelir.

0
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Halbuki (2.27) denkleminin sadece z’e bagh bir integrasyon carpani
vardir ve kolayca bulunabilir. Simdi bu integrasyon ¢arpanini bulmak
icin denklemi u(x) ile carparak

[u(z) P(z)y — p(z)Q(z)]dr + p(r)dy = 0 (2.28)

elde ederiz. Tamma gore p(z)’in bir integrasyon ¢arpani olmasi igin
gerek ve yeter kogul, (2.28)’in tam yani,

%[u(x)P(x)y — u(x)Q(x)] = %[u(x)]

olmasidir. Bu sart basitlegerek

() P(a) = {u(x)

ya da sadece
dp
P=—
dx
olur. (2.29) denklemi, P bilinen bir fonksiyon olmak iizere y bagh de-
gigkeni ve x bagimsiz degigkeni cinsinden ayrilabilen denklemdir. Bu
denklemin degigkenlerini ayirarak

(2.29)

d—M:Pd:ﬁ
1

elde ederiz. Bunu integre ederek
In |u| = /P dr veya p= eJ P i (2.30)

ozel ¢ozimiind buluruz. Boylece (2.26) lineer denkleminin (2.30) sek-
linde bir integrasyon ¢arpani vardir. (2.26)’y1 (2.30) ile carparak

el P dxi?i+6fP dxp(l,)y:efP Q) (2.26)
elde edilir ki bu aslinda
d

dx

[y efP dw] :efP de(ZL‘)
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ifadesinden ibarettir. Bunu integre ederek (2.26)'nin ¢éziimiini ¢ bir
keyfi sabit olmak iizere

yefpdm:/edexQ(x) dz +c
seklinde elde ederiz. Bu tartigmayi ozetleyerek su teoremi yazabiliriz:
TEOREM 2.4.

Wt Play = Q)

lineer diferansiyel denkleminin
L=e P dx
seklinde bir integrasyon carpani vardir. Bu denklemin genel ¢oziimii
y:e’fpdm {/efpde(x) dz +c
fonksiyonudur.

Simdi baz1 6rneklere bakalim.

Ornek 2.29. y 5 .
y+(aﬁ'>y:e4w (2.31)
dx x
lineer diferansiyel denklemini ele alahm. Burada
20 4+ 1
P =
(0) ===

oldugundan integrasyon carpant

2x+4+1
efP dx — €f == dx — e?m—l—ln 2$€1n 2x

ol — 2eelnlel — g

olarak bulunur. (2.31) denklemini bu integrasyon carpani ile bagtan
basa carparak
2z dy

2z
— 2 Dy==x
zet o e 2z+1l)y==x
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veya
% [xe2“’y] =z

elde ederiz. Bunu integre ederek genel ¢oziimi ¢ bir keyfi sabit olmak

uzere
2

2x z
xe =—++c
¥=7

va da
y = $€_2x 4 56—2;17
x
olarak buluruz.
Ornek 2.30.
2 dy
(z* + 1)£ +dzy ==z (2.32)
diferansiyel denklemi ve
y(2) =1 (2.33)

baglangic sartindan olusan baglangic deger problemini ¢oziiniiz.
(2.32) diferansiyel denklemi (2.26) bigiminde degildir. Onu 2%+ 1’e
bolerek
dy ez
dz+x2+]y_x2—|—1
elde ederiz. Artik (2.34) denklemi, (2.26) ahsilmig bigimindedir. Bu-
rada

(2.34)

_2:1:+1
oz

P(a) ve eofPdr— fAde _ Jn[(*+1)?] _ (22 +1)?

de integrasyon ¢arpant olur. (2.34)’lin iki yanini bu integrasyon ¢arpant
ile carparsak

d
(z® + 1)2£ +dz(2® + 1y = z(z® + 1)

ya da

jT [(1’2 + 1)2y] =2’ +x
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elde ederiz. Bunu integre ederek (2.32)’'nin genel ¢6ziimiini, ¢ bir keyfi
sabit olmak iizere
9 9 xt a2?
1 _ — - -

olarak buluruz. Simdi buna (2.33) baglangig sartini uygularsak 25 = 6+
cyani c = 19 elde ederiz. Boylece ele alinan baslangic deger probleminin

¢cozimii
4 2

2 )2y = r 1
(2" +1)%y Tt T 9
olarak elde edilir.
Ornek 2.91.
y?dr + (3zy — 1)dy = 0 (2.35)
diferansiyel denklemini ele alalim. Buradan %’i cekersek
dy _ v
dr 1—3xy

bulunur ki, 3’ye gore lineer degildir. (2.35) denklemi tam, ayrilabilen
va da homojen de degildir. Bu zamana kadar karsilastiklarimizdan
farkli bir tip gibi durmaktadir. Ancak daha yakindan bakinca birinci
basamak bir denklemde dx ve dy’nin rolleri daima degistirilebildiginden
(2.35) denkleminin

d£_1—3xy
dy o2
veya
de 3 1
—+-—r=— 2.36
dy vy y? (2.36)

seklindedir ve z cinsinden lineer’dir. Boylece bu kisimda gelistirilen
teori, sadece z ile y'nin rollerini degigtirerek (2.36)’ya uygulanabilir.
Bu denkleme ait integrasyon carpani

3 3
edey:efydy:eln(y)_yi’)
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olarak bulunur. (2.36) denklemini bu integrasyon carpani ile bagtan
baga carparak
dx . d
3 2, L D T
Y @+3yx—y veya & [y x] =y
elde ederiz. Bunu integre ederek genel ¢6ziimii, ¢ bir keyfi sabit olmak
uzere

y'xr = 5 +c
ya da
1 ¢
./I'l' _ — —
2y y?
olarak buluruz.
Ornek 2.32. J 5
L “y =6z’
dr =

lineer diferansiyel denkleminde P(z) = 2, Q(z) = 62* oldugundan

seklinde bir integrasyon carpani vardir. O zaman bu denklemin genel
coziimii Teorem 2.4.’e gore;

y=e¢ JP & [/efpd’”@(x) dz+c} :;3{/6305 d:zH—c}

fonksiyonudur. Integraller hesaplamrsa genel ¢oziim

1 /6 3 C
y:x—g(x +c> veya Yy =21 +x73

olarak bulunur.

Ornek 2.33. p
x4ﬁ + 2%y =1
dx
lineer diferansiyel denklemini yeniden
dy 2 1

iyzi
dr =z zt
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olarak yazabiliriz. Bu denklemde P(z) =2, Q(z) = -5 oldugundan

M:efp dx. 2621)% :1‘2

seklinde bir integrasyon carpani vardir. O zaman bu denklemin genel
coziimi Teorem 2.4."e gore;

y:e—fpdf” [/efpd’”Q(x) dz+c} :;[/xz dz+c}

fonksiyonudur. Integraller hesaplanirsa genel ¢oziim

1 1 1 c
yzz(—+c> veya y=-——=+—
Z x x Z

olarak bulunur.

Ornek 2.34. xQ% +y =1 diferansiyel denkleminin genel
cOoziimiini bulalim.

Bu denklemi
dy 1 1

iz 2T »
olarak yazabiliriz. Bu denklemde P(z) = -5, Q(z) = = oldugundan

dz
M:efpdm:e :n2:€

8=

seklinde bir integrasyon carpani vardir. O zaman bu denklemin genel
coziimii Teorem 2.4.’e gore;

1
y:e% [/—Qe_alc dz+c}
x

fonksiyonudur. Integraller hesaplanirsa genel ¢oziim
y:e% (e‘i +c> veya Yy = 1+ce%

olarak bulunur.

Sabitlerin Degistmi Yontems
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Burada, daha sonra yiiksek basamaktan lineer denklemleri ¢cozmek
icin kullanacagimiz bir yontemi tanitmak iyi olacaktir.

TEOREM. u(x) fonksiyonu
dy

Lt P(e)y = Q)
T
diferansiyel denklemine ait homojen denklem denilen

d

£ + P(z)u=0
diferansiyel denkleminin bir ¢6ztimii ise, ilk diferansiyel denklemin genel
¢ozimu

y = u(x) [ i?((;:)) dx + c]

fonksiyonudur.

Ispat.  wu(x) teoremin hipotezindeki gibi homojen denklemin bir
¢Oztimii ve y(x) de asil denklemin genel ¢6ziimii olsun.
y(x) = u(z).v(z)

diyerek bu esitligi saglayacak v(x) fonksiyonunu bulmaga ¢ahgalim.
Verilen denklemde

d_y_du dv

Yy = uv, dl‘ = %"U u%
koyarsak
du dv
%v + u% + Puv=Q

veya yeniden guruplamayla

du dv
[dw u] v+ u I Q@
elde edilir. u(x)’in homojen denklemin bir ¢éziimii oldugu g6zoéniine
alininca, koseli parantezin icinin sifir oldugu anlagilir ve bu denklem
v(x) igin

dv

u(z)—— = Q)
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ayrilabilen denklemi olarak basitlesir. Buradan degiskenlerin ayrilma-

siyla
Q(z)
u(z)

ve integrasyonla, ¢ bir keyfi sabit olmak iizere

dv = dzx

v(x) :/i?gj;dx—l—c

bulunur. Bunu y(z) = u(z)v(z) ifadesinde yerine koyarsak, birinci
basamak lineer diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiiniin teoremde ve-
rilen formiiliinii elde ederiz.

Ornek 2.35.

denklemini z’e bolerek

di(y 2r+1 x-—-1
dx x(z+1)y_ T

egdeger denklemine doniistiirebiliriz. Bu denkleme ait homojen denk-

lem
du 20+ 1

i s )"

ayrilabilen denklemidir. Degigkenlerini ayirirsak

=0

du 2z + 1
— =—— dx
U etz
ve bir ¢ozlimii olarak da
1
u(@) = z(z + 1)

elde edilir. Tk denklemin genel ¢oziimii boylece

S [/m_l(—l—l)d +c
y_x(x—l—l) PR g
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—#[/(xz—l) dz+c}

Cz(z+1)

1 z3 N
=—|—>——z+¢
Y z{z+1) |3

veya

olarak bulunur.

Ornek 2.36.
(cos’> z — ycosz)dz — (1 +sinx)dy =0
denklemini
dy cos cos’x
—+ — Y= :
der 1+sinz 1 +sinz

esdeger denklemine doniistiirebiliriz. Bu denkleme ait homojen denk-
lem

du cosx
dr 1+sinz

ayrilabilen denklemidir. Degigkenlerini ayirirsak

u=20

du B cos
u  1+sinz
ve bir ¢ozlimii olarak da
1
ulr) = ———
( ) 1+sinz

elde edilir. Tk denklemin genel ¢oziimii boylece
1 2
y= 1+sinz [/COS o dz+c}
veya
Yy = ; Fsin2x+ 1:)64—0}
1+sinz |4 2

olarak bulunur.
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B. Bernoulli Denklemler:

Simdi uygun bir doniisiimle lineer hale getirilebilen, daha ziyade
ozel bir tip diferansiyel denklem gorecegiz. Bu Bernoulli denklemidir.

TANTM.
dy

o=+ P(z)y = Q(x)y" (2.37)

seklindeki denkleme Bernoulli diferansiyel denklems denir.

n = 1 ise yukaridaki Bernoulli denkleminin

W P) ~ Q)ly =0

x

ayrilabilen denklemi haline gelecegi bellidir. Béylece (2.37) denklemi
bu ozel halde hem ayrilabilen ve hem de lineer bir denklem olarak
coziilebilir. Ancak n # 1 icin bu basitlikten eser kalmaz ve farkli bir
yol izlemek gerekir. Simdi, bu genel halde bir ¢6zliim yontemi veren
Teorem 2.5’i ifade ve ispat edecegiz.

TEOREM 2.5. n # 1 olsun. v = '~ doniisiimii

Y4 Play = Q) (2.37)

Bernoulli denklemini » cinsinden lineer bir denkleme indirger.

Ispat. 6nce (2.37) denklemini =" ile carparak

s Py = Q) (2.38)

egdeger denklemini elde ederiz.
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veya buna egdeger olarak

Z.Z + (L =n)Px)y= (1 -n)Q(z)

haline gelir.
Pi(z) =(1—n)P(z), Qi(z) =(1-n)Q(z)
dersek bu denklem, v cinsinden lineer olan

dv

T + Pi(z)v = Qq(x)
denklemine dontsiir.
Ornek 2.37.
dy 2
it - 2.
oo ty=ay (2.39)

Bu, n = 3 olmak tizere Bernoulli diferansiyel denklemidir. once
denklemi y~2 ile carparak

4y t=z (2.40)

egdeger denklemini elde ederiz.

dv dy
=2 Y, 38
dersek (2.40) denklemi
1 dv Gy
2dx vee
veya buna egdeger olan
d
£ oy =2 (2.41)

haline gelir. Bu denklemin bir integrasyon carpani

edemzef‘I‘de:e—2w
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olmaktadir. (2.41) denklemini bununla ¢arparak

d
e 228 _9ue — _9pe2
dz
veya
d —2x| __ —2x
dr [Ue ] = —2xe

elde edilir. Bunu integre edersek

1
ve = §<2$ +1)e ™ +¢

veya

1
7):m+§+062‘”

buluruz. v = 1/y? oldugunu hatirlarsak, (2.39)’un bir genel ¢éziimiinii

1 1 -
E =z + 5 + ce
olarak buluruz.
Ornek 2.38. p
x—y—3y—:1:5y% =0
dz

diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Bu, n = % olmak iizere Bernoulli diferansiyel denklemidir. Once

L
3
denklemi y‘é ile carparak

1dy 2 5

32 4 ys =
vy ooty x

egdeger denklemini elde ederiz.

I 2 dv 2 _:dy
V= = — =y 3=
Y O L
dersek egdeger denklem
3 d
fz—v —3v=2a°
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veya buna denk olan

dv 2 2 4
— - —v =
dr =z 3
haline gelir. Bu denklemin bir integrasyon carpani
of Pde _ —[2de _ —2Injz| _ 1
72

olmaktadir. Yukaridaki denklemi bununla carparak

ldv 2 2,
P w3
veya
d |1 2,
& ) =5
elde edilir. Bunu integre edersek
1 2 4
ﬁv = §1: +c
veya
2 2

v =z’ + cx
9

buluruz. v = 3?3 oldugunu hatirlarsak, verilen Bernoulli denkleminin
bir genel ¢oziimiini

3
2

2
Yy = (§x5 + cx2>
olarak buluruz.

Ornek 2.39.

d
827 4 9y = 2°In |z| °
dx
diferansiyel denklemini ¢6zUintiz.

Bu, n = 9 olmak tizere Bernoulli diferansiyel denklemidir. Once
denklemi y~? ile carparak

d
Sxy_gﬁ + 9y~ % =27 In|z|



2.3. LINEER DENKLEMLER 83

egdeger denklemini elde ederiz.

dersek denklem
d_v

. +9v = 2°In |z|

—x
veya buna egdeger olan

d 9
£ —ov= —z” In |z|

haline gelir. Bu denklemin bir integrasyon carpani

9 1
edem:effE dm:6—9ln|x| —
x9

olmaktadir. Yukaridaki denklemi bununla carparak

Lo 9 1
79 dzx mlov_ a7 e

d |1 1
[—v} = In |x|

dr Lx?

elde edilir. Bunu integre edersek

11 |
1‘91)—6.%)6(].n|x|+6>+(3

veya

veya

1 1
V= gx?’ (ln || + 6) + ¢z’

buluruz. v = =% oldugunu hatirlarsak, verilen Bernoulli denkleminin
bir genel ¢oziimiini

=

1 1
y = [6$3 (ln |z| + 6) + cacg]

olarak buluruz.
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ALISTIRMALAR

1.den 15."e kadar problemlerdeki diferansiyel denklemleri ¢oziiniiz.

1. 2% 43y =627
d —
2. x4§i+2x3y_1
2 _
3. ¥ +y=1
4. (V¥ + 1)L 4 duv = 3u
d
5. xﬁ%—%y:x—l
6. (B®+7—-2)L+3z+)y=z-1
7. zdy+(zy+y— Ddex=0
8. ydr+ (zy*+z—y)dy=0
9. Z—Z—FTtane:COSH
10. cosf dr + (rsinf — cos* 0)df = 0
11. (cos®’z —ycosz)dz — (1 +sinx)dy = 0
d —
12. xg—i— = —y?
_ 6,4
13. v +y= 22"y
14. dy+ (4y — 8y )z dz =0
15. 2t% + (t+ 1)z = 2(t + 1)z~

16.’dan 22.’ye kadar problemlerdeki baslangic deger problemlerini
¢cOZUNiz.

16. z% —2y=22% y(2)=38

17. B 4322y =22, y(0) =2

18. 2z(y+ l)dz — (2 + )dy =0, y(1)=—5
19. % 4 rtanf = cos? 6, r<%>:1

20. % _ gy =sin2t, z(0)=0

21. 2% +y =222y y(l)=2

22. 2% 4y=(zy)®? y(l)=4

23.  a,b, k pozitif sabitler ve A da negatif olmayan bir sabit olmak
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uzere

d
i + by = ke *
dx

denklemini ele al.

(a) Bu denklemi ¢oz.

(b) A =0ise, z — oo i¢in biitiin ¢dziimlerin £’ye yakinsayacagini
A > 0 ise, z — oo i¢in biitiin ¢oziimlerin 0’a gidecegini goster.

24.

_f2 05e<l [Eay=f),
f(lﬂ)_{m x> 1 ’ {;(O)io ‘

baglangic deger problemini ¢oziiniiz.

25.

(5, 0<z <10, Yty =f(x),
f(x)—{L z>10 7 {5(0)26

baglangic deger problemini ¢oziiniiz.

26. g—g + P(z)y = 0 diferansiyel denklemini gézoniine aliniz.

(a) f,g bu denklemin iki ¢dziimii ve ¢y, co keyfi sabitler ise ¢; f +
ce¢’nin de bu denklemin bir ¢céziimi olacagini gosteriniz.

(b) (a)’daki sonucu genellestirerek fi, fo,..., f, bu denklemin n
tane coziimil ve ¢y, ¢a, ..., ¢, de n tane keyfi sabit olmak iizere

n

chfk

k=1
toplaminin da bu denklemin bir ¢oziimi olacagini gosteriniz.

27. P(x) fonksiyonu I gergel araligi iizerinde siirekli olmak {izere

() Yt Py =0
diferansiyel denklemini gézoniine aliniz.

(a) f(z) = 0, Vz € I fonksiyonunun bu denklemin ¢éziimii
oldugunu gosteriniz.

(b) f fonksiyonu (A) denkleminin bir xy € I noktasinda f(zq) =0
olacak sekilde bir ¢éziimii ise, f(z) =0, Vz € I olacagini kanitlayimiz.
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(c)  f,g fonksiyonlari (A) denkleminin bir xy € I noktasinda
f(zo) = g(zg) olacak sekilde iki ¢oziimi ise, f(z) = g(z), Vx € I
olacagini kanitlayiniz.

28. (a) f,g fonksiyonlar:

(8) Yt Py = Q)
denkleminin farkli iki ¢6ziimii ise f—g fonksiyonunun (A) denkleminin
bir ¢oziimii olacagini kanitlayiniz.

(b) Boylece f, g fonksiyonlart

(B) denkleminin farkl: iki ¢6ziimii ve ¢ de keyfi sabit ise ¢(f —g) + f
fonksiyonunun (B) denkleminin bir genel ¢éziimii olacagini kanitlayimniz.

29. (a) fi, f» fonksiyonlari sirasiyla

d d
L4 Py =Qi(x) ve L+ Paly=Q()
dx dx
denklemlerinin ¢oziimleri olsun. P, Q1,9 aym bir I araligi tizerinde

sirekli ise, f; + fo fonksiyonunun da

d

24 Pla)y = Qi) + Qula)

denkleminin ayni I araliginda gecerli bir ¢oziimii olacagini kanitlayiniz.
(b) (a) sikkindaki sonucu

dy . .
— 4y =2sinz 4 5sin 2z
dz

denklemini ¢ozmek icin kullaniniz.

30. (a) (29) (a) problemindeki sonucu genellestirerek P, @1, Qs,-
..., @, fonksiyonlarmin hepsi de aymi bir I araligi tizerinde stirekli ol-

mak lizere
dy "
— + P(z)y=> Q)

dz i

denklemini icine alacak hale getiriniz.
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(b) (a) sikkindaki sonucu

denklemini ¢ozmek icin kullaniniz.

31. (a) v = f(y) doniigiimiiniin

df (y) dy B
“dy dz + P(2)f(y) = Q(z)

denklemini » cinsinden lineer bir denklem haline getirecegini gosteriniz.

(b) (a) sikkindaki sonucu

dy
(y+1)%+x(y2+2y) =7

denklemini ¢ozmek icin kullaniniz.

EK ALISTIRMALAR

A)  Asagidaki lineer birinci basamak diferansiyel denklemlerin
genel coziimlerini bulunuz.

1. (2y+z)dx—xdy 2.y +2xy 4z ="
3.y +ytanz =secx 4.y +ycotxr = sin 2z
5. 2dy+(2xy—7"+1)d =0 6. (1—2*)y +xy =2z
Y+ =0—x 8.y'—ff1+(x+1)
9.xy+(1+x)y—e‘” 10. 2y +2(1 —2?)y =1
11. (z — y)dz + zdy =0 12. zy = 2% — 2y

Asgagidaki baglangic deger problemlerini ¢oziiniiz.

13. ¢ +y=¢e*, y(0)=
14. ' +y=e77%, y(O)
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15. (x2 + Ddy = (2° — 2zy + z)dz, y(l)=1
16. 4/ + (1+22)y =e*", y(0)=3
17. (z* + 1)dy = (14 zy)dz, y(l)=0
18. ¢ = 2“’?/, y(1) =2

19. (5:E + 1) —20zy = 10z, y(0) =
20. ¢ + tanzy = sin2z, y(0) = -2
21. sinzy’ + coszy = cos2z, y(Z) =3
22. 2%y +xy=2+12% y(1)=0

B[

B) Asagidaki Bernoulli diferansiyel denklemlerinin genel ¢oziim-

lerini bulunuz.

1y1_%_|_y?2:0 2. y2y + 2y = 22

3. dy = (zy® + 3zy)dx 4. xyty' — > = 2?

5. ydy = (z — y*)dx 6.y +y =y’

7. 2%y = y? + 22y 8. 3ay —y + 2%y

9. xydy + (y? + 222 + 2)dx = 0 10. 3zydz + (24> — 2%)dy =0
11. 3 + 9% = 4222 In ||

Asgagidaki baglangic deger problemlerini ¢oziiniiz.

12. y + 4 =9’Inz, y(1)=
13. yy' + 2y —x =0, y(0)
4. yy +9y2 =2, y(0)= g
5. y+y =y% y(0)=3

16. 3z%dy + 2zy + y*dr =0, y(2)=1
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2.4 Ozel integrasyon Carpanlari

Buraya kadar ¢oziimleri tam ¢oziim yontemleri ile elde edilebilen beg
cesit birinci basamak denklem tanmidik. Bunlar tam, ayrilabilen, homo-
jen, lineer denklemler ve Bernoulli denklemleri oldu. Tam denklemlerde
genel ¢oziimi elde etmek igin belirli bir yol izledik. Oysa diger dort tipte
de belirli ¢oziim yontemleri uygulandi ama bunlar o kadar dogrudan
yontemler degildi. Ayrilabilen, homojen ve lineer denklemlerde aslinda
verilen denklemleri uygun integrasyon carpanlari ile ¢carparak tam hale
getiriyoruz. Homojen denklemleri ve Bernoulli denklemlerini uygun
doniigiimler yardimiyla, kendilerinden daha basit yapida olan ayrilabi-
len ve lineer denklemler haline getiriyoruz.

Bu gozlemlerimiz, yukarida soziini ettigimiz bes ceside girmeyen
diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin iki tesebbiis dogrultusunu akla
getiriyor. Ya (1) verilen denklemi uygun bir integrasyon carpani ile
carparak dogrudan tam hale getirmeli, veya (2) uygun bir déniigiim
bulup bu denklemi yukarida bahsedilen bheg cesitten birine sokmali.
Ne yazik ki her durumda integrasyon carpani veya dontisiim bulmaya
yarayacak yontemler mevcut degildir. Ancak ya integrasyon carpanlar:
veya doniigumleri kolayca bulunabilen bir ¢ok denklem vardir. Bun-
lardan bazilarini bu kisimda ele alacagiz. Bu tiplerin diferansiyel den-
klemler teorisi icindeki yerleri nisbeten onemsiz oldugundan ¢ok fazla
ayrintiya girmeyecegiz.

A. Integrasyon Carpanlarinin Bulunmas:

Bu bolimiin 2.2. kisminda gordugiimiiz ayrilabilen denklemler, bir
bakigta goriilebilen integrasyon carpanlarina sahiptirler. Bazi ayrilabilir
olmayan denklemlerin de hemen goriilebilen integrasyon carpanlar: var-
sa da, bunlara diferansiyel denklem kitaplarinin ilgili sayfalart disinda
rastlamak pek miimkiin degildir. Oralarda bile bir hayli bilgi ve ma-
harete ihtiyva¢ duyulur.

Simdi probleme daha sistemli bir gekilde yaklagalim.

Mdz + Ndy =0 (2.42)

denkleminin tam olmadiginy ve p’'niin bu denklemin bir integrasyon
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carpani oldugunu varsayalim. O zaman
puMdx + pNdy =0 (2.43)

denklemi tam’dir. (2.7) denklemi ile verilen tamlik 6l¢iitiini kullanir-
sak, (2.43) denkleminin tam olmasi icin gerek ve yeter kosul,

0 0

@(MM) = %(MN)

olmasidir. Parantezlerin acilmasiyla bu denklem

NI (8]\/[ aw)u

ox oy Oy  Ox

T (2.44)

haline gelir ve p’niin (2.42) denkleminin bir integrasyon ¢arpani olmast
icin gerek ve yeter kosul, onun (2.44) denkleminin bir ¢6ziimi olmasidir.
(2.44) denklemi 1 genel integrasyon ¢arpani igin bir kismi diferansiyel
denklemdir ve gu anda boyle bir denklemi ¢6zme durumunda bulun-
muyoruz. Bunun yerine 0zel yapida bazi integrasyon carpanlari elde
etmege caligalim. Ancak hangi 6zel tiplere bakacagiz?

dy

24 Py =
dz+yQ

lineer diferansiyel denkleminin daima ef P gibi sadece x’e bagli bir

integrasyon carpani oldugunu hatirlayalim. Belki bagka denklemlerin
de sadece z’e bagli integrasyon carpanlari vardir. O zaman (2.42)’yi
sadece z’e bagl p = u(x) ile carparsak

puMdx + pNdy =0

elde ederiz. Bu denkleminin tam olmasi icin gerek ve yeter kosul,

0 0

%(MM) = %(MN)

olmasidir. Parantezlerin acilmasiyla bu denklem

i <8M aw) ,

de ~ \ 9y Or

dy ox
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veya

p N

dp 1 (OM  ON i
oy ox

(2.45)

haline gelir.
1 (oM oN
N \ Oy ox

ifadesinde y’ye bagimlilk olsaydi bu (2.45) denkleminde sol tarafin
sadece x’e bagli olmasiyla celigki olustururdu. Bu ifade sadece z’e bagh
olursa, o zaman (2.45) denklemi, z’e ve tek bagli degisken u’ye gore
ayrilabilen denklem olur ve integre edilerek integrasyon carpani

on= ef %(%_A;i%_]l)dx
olarak bulunur.

Benzer sekilde

M\ 8z dy

ifadesi sadece y’ye bagli olursa, sadece y’ye bagh bir integrasyon carpani
vardir.
Bu gozlemlerimizi asagidaki teoremde toplayabiliriz:

(o)

TEOREM 2.6.
Mdx + Ndy =0 (2.42)
diferansiyel denklemini gézoniine alalim.
1 (OM ON
— = — = 2.46
N ( y ox ) (2.46)

ifadesi sadece z’e bagl olursa, o zaman (2.42) denkleminin

L(M,M)dx

p=el 7 (5% )2.47)

seklinde bir integrasyon carpanini bulunur.

1 (ON OM

Benzer sekilde
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ifadesi sadece 1’ye bagh olursa, (2.42) denkleminin

8N oM

n= ef ﬁ(mi oy )dy (249)
seklinde bir integrasyon carpanini vardir.

Burada sunu belirtelim ki, bir diferansiyel denklem verildiginde yu-
karidaki iki durumdan birinin ortaya c¢ikmasi i¢in hicbir teminatimiz
yoktur. Ele alman diferansiyel denklem igin (2.46)’da y’ye rastlanabi-
lecegi gibi (2.48)’de de z bulunabilir. O zaman bagka yollar aramaliyiz.
Ancak (2.46) ve (2.48) ifadelerinin hesabi kolay oldugundan bagka yere
bakmadan 6nce bunlarin hesaplanmasi iyi olur.

Ornek 2.40.
(22% + y)dz + (z*y — 2)dy = 0 (2.50)

once bu denklemin tam, ayrilabilir, homojen, lineer ve Bernoulli denk-
lem siniflarindan hicbirine girmedigini gézlemleyelim. Acaba buna Teo-
rem 2.6 uyar m1 ? Burada M = 222 +y, N = 2%y — z olmaktadir.
Boylece (2.46) ifadesi

1 2(1 — zy) 2

2:L‘2—|—y[1_ (2zy —1)] = m = —

olur ki sadece z’e baghdir ve boylece

[z _ 1
e fmdx:e 1n|;c|:72
Z

(2.50) denklemi i¢in bir integrasyon ¢arpanidir.
(2.50)’yi bu integrasyon c¢arpani ile ¢arpinca

(2 + ;) dz + (y - i) dy =0 (2.51)

denklemini elde ederiz. (2.51) denkleminin tam ve ¢6ziimiiniin

2
Y y
20+ ——==c¢
T 5 c

Zz

oldugu kolayca goriilebilir.
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Ornek 2.41.
(223y* + 42y + 23y” + 2yt + 2y)dx + 2(y® + 2y + 2)dy = 0
Burada
M =223 + 42y 4 229° + xy* + 2y, veN =2(y* + 2%y + 2

olmaktadir. Boylece (2.46) ifadesi

olur ki sadece z’e baghdir ve boylece
le:(; dr _ €x2

verilen denklem icin bir integrasyon ¢arpamidir. Denklemi bu integras-
yon carpani ile carpinca

e (20%y? + 42y + 2xy® + zyt + 2y)dx + € 2(y° + 2%y + z)dy = 0

denklemini elde ederiz. Bu denklemin tam ve genel ¢oziimiinin

2 (y* 2,2
e’ 5%—1’2; +22y| =¢

oldugu kolayca goriilebilir.

Ornek 2.42.
(32%y + 2y®)dx + (zy* — 2%)dy =0
Burada M = 3z%y + zy® ve N = zy? — 2% oldugundan (2.48) ifadesi
1 (8]\7 8M> 2
M

ox dy

Y

sadece y’ye baglh oldugundan, verilen denklemin bir integrasyon carpani
(2.49)'dan

e—?fdjy — 6—21n|y[ _ iz
Yy
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olarak bulunur. Denklemi bu integrasyon carpani ile ¢arpinca

2 3
(3i+xy>dx+(x—$2>dy:0
Y Y

denklemini elde ederiz. Bu denklemin tam ve genel ¢oziimiinin
22 oy’ — ey =0
oldugu kolayca goriilebilir.
Ornek 2.43.
<2xy4ey + 2zy° + y) dz + (x2y4ey — 2%y? — 3$> dy =0
Burada
M = 2zyte? + 229 +y, veN = z2yle? — 2%y — 3z

oldugundan (2.48) ifadesi

ox dy

Y

1 (ON OM\ 4
i =
sadece y’ye baglh oldugundan, verilen denklemin bir integrasyon carpani

(2.49)'dan

6—4‘[%’ — 6—41n|y[ _ %
Y

olarak bulunur. Denklemi bu integrasyon carpani ile carpinca
1 23
<2xey +2§ + 3) dz + (x2ey — a% — f) dy =
y oy ) Y
denklemini elde ederiz. Bu denklemin tam ve genel ¢oziimiinin

2
9 z T

e+ —+ - =c
y oy

oldugu kolayca goriilebilir.
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B. Diger ozel tipler ve yontemler

Birinci basamak diferansiyel denklemlerin buraya kadar gordiikleri-
mizden farkli daha pek cok ozel cesidi ve her birinin kendine gore 6zel
cOoziim yontemi vardir. Biz burada bunlardan sadece ti¢c tanesinden,
Lagrange, Clairaut ve Riccati denklemlerinden soz edecegiz.

Lagrange Diferansiyel Denklemi

TANIM. [ ve g tiirevli fonksiyonlar ve 3/ = g—g olmak iizere

y=af(y)+9(y)

seklinde yazilabilen birinci basamak diferansiyel denklemlere Lagrange
denklemi denir.

Lagrange Denkleminin Cozimi

Lagrange diferansiyel denklemini ¢c6zmek icin, verilen denklemin ser-
best degiskene gore tiirevi alinir ve boylece

Y =f)+zf'() + W)Y

denklemi elde edilir. Bu denklemde ¢ = p, 3" = dp/dz tamim1 yapilir
ve p serbest, x bagli degisken olarak alinirsa

p=F0) + L (o) + o ()
veya ;
b= [~ 2/ () =)

birinci basamak lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin
bir genel ¢oziimi

(4) z =F(p,c)
olarak bulunursa, bunu ilk denklemde yerine koymakla

(B) y=F(p,c)f(p)+ g(p)
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elde edilir ki, (A) ve (B) birlikte Lagrange denkleminin genel | ¢oziimii-
niin p parametresine gore parametrik denklemini olugtururlar.

Ornek 2.44.

[N

y=—z(y)" +3(/)
diferansiyel denklemini ¢6zUintiz.

Bu denklem f(y') = —(¥/)? ve g(y') = 3(y')? olmak iizere Lagrange
denklemidir. Bu denklemde ¢ = p, y" = dp/dx tammi yapilir ve p
serbest, = bagli degisken olarak alinirsa

[][eM

dx 15
(p+p2)% +2wp = P

veya p =0, y = A bu denklemin bir ¢oziimii olmadigindan,

dx 15 1
1 — 4+ 2z = —p?
(1+p) T E= P
birinci basamak lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin
bir genel ¢oziimi

1

(4) T

5 3
(3p5 + 5p2 + c)
olur ve ilk denklemde yerine konmakla

5 3 5

elde edilir. (A) ve (B) birlikte, verilen Lagrange denkleminin genel
cOziiminiin p parametresine gore parametrik denklemini olustururlar.

Ornek 2.45.
! ! 1
y=z[(y)+y]+

2

diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Bu denklem f(y') = (v')® + 4 ve g(y) = i olmak tizere Lagrange
denklemidir. Bu denklemde 4 = p, v = dp/dx tammi yapilir ve p
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serbest,  bagl degisken olarak alinirsa

dx 1

7= 2p+1) = —

P +z(2p+ 1) -

veya, p = 0, y = A bu denklemin bir ¢éziimi olmadigindan

dx N (2 N 1 ) 1
_ x — PR [ —
dp p p? pt

birinci basamak lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin
bir genel ¢oziimi
1

(A) x:}?(1+ceﬁ)

olur ve ilk denklemde yerine konmakla

(B) y:1+c<1+1)e%

b

elde edilir. (A) ve (B) birlikte, verilen Lagrange denkleminin genel
cOziiminiin p parametresine gore parametrik denklemini olugtururlar.

Ornek 2.46.

2 !
x+yy'zi, a # 0 sabit
1

+(y')?
diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
Bu denklem
1 2a
W) =—= ve g(¢) = ——
Y 1+ (y')?

olmak iizere Lagrange denklemidir. Bu denklemde ¢ = p, 4" = dp/dz
tanimi yapilir ve p serbest, x bagli degigken olarak alinirsa

dx 1 2ap?

dp  p(l+p)  (L+p2)”
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birinci basamak lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin
bir genel ¢oziimu

olur ve ilk denklemde yerine konmakla

(B) P a n 2a
= — C —
RV e 1+p?)  V1+p?

elde edilir. (A) ve (B) birlikte, verilen Lagrange denkleminin genel
cOziiminiin p parametresine gore parametrik denklemini olustururlar.

Ornek 2.47.
y = —xy +5(y)°

diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

Bu denklem
fy) ==y ve gly)=5()°
olmak iizere Lagrange denklemidir. Bu denklemde ' = p, 4" = dp/dz
tanimi yapilir ve p serbest, x bagl degisken olarak alinirsa

dz 1
— +z— = 15p*
dp+$2p D

birinci basamak lineer diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin
bir genel ¢oziimi
30

(4) T = ﬁpﬁ +cp

_1
2

olur ve ilk denklemde yerine konmakla

25
B = pb —
(B) y=g0 =

L1
2

elde edilir. (A) ve (B) birlikte, verilen Lagrange denkleminin genel
cOziiminiin p parametresine gore parametrik denklemini olustururlar.
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Clairaut Diferansiyel Denklemi

TANIM.
y=af(y)+9(y)

Lagrange denkleminde f(y') = 3’ almakla elde edilen birinci basamak
y=uzy +9(y)
diferansiyel denklemine Clairaut denklemi denir.

Clairaut Denkleminin ¢ézimii

Lagrange denkleminde oldugu gibi verilen denklemin serbest degis-
kene gore tiirevi alinirsa

V=y+z+d @)y veya [z+g(y)y" =0
denklemi elde edilir. Bu denklem, iki imkan ortaya cikarir:
y'=0 veya z+g'(y)=0

Bu iki imkandan birincisi Clairaut denkleminin genel, ikincisi de tekil
¢OzUmiing verir.

Clairaut Denkleminin Genel Cozimi

Yukaridaki ¢oziim imkanlarindan birincisi
le:O7 y/:‘A7 y:A:L'+B

verir. Ancak bunlar verilen denklemde yerine konunca 4 ve B sabit-
lerinin bagimsiz degil,

Az + B = Az + g(A)

bagintist ile birbirlerine bagli olduklari anlagilir. Demek ki Clairaut
denkleminin genel ¢oziimii, bir parametreye bagl

y= Az + g(A)

dogru ailesidir.
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Clairaut Denkleminin Tekil C'ozimi

Yukaridaki ikinci ¢oziim imkani
r+9'(y)=0
veya ¥ = p tammmiyla

(A) z=—g'(p)

verir ve verilen diferansiyel denklemde yerine koymayla

(B) y=—pg' (p) + g(p)

elde edilir ki, (A) ve (B) birlikte Clairaut denkleminin ¢éziimiiniin, p
parametre olmak iizere parametrik denklemini olgtururlar. Bu ¢oziim
yukaridaki bir parametreye bagli dogru ailesinin bir elemani olmadigin-
dan, bir tekil ¢oziimdiir.

Ornek 2.48.
y =y +3(y)°
diferansiyel denklemini ¢6zUintiz.

Bu denklem g(y') = 3(y/)° olmak iizere bir Clairaut denklemidir.

Boylece genel ¢oziimi
y = Ax + 3A°

dogru ailesi ve tekil ¢oziimii de parametrik denklemi
r=—15p%, y=—15p° +3p° = —12p°
olan egridir. Bu egrinin kartezyen denklemini elde etmek icin paramet-

rik denklemleri taraf tarafa bolersek

y 4 oY
—=—-p veya — =p
T 5

ve yerine koymayla

oy b 5 4
y:—u<z) veya 2562° 4+ 937541 = 0
€T
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elde edilir.

Riccati Diferansiyel Denklemi

TANIM. A(z), B(z), C(z) tirevli fonksiyonlar olmak iizere
dy 2
= A(z)y” + B(z)y + C(x)

seklinde yazilabilen birinci basamak diferansiyel denklemlere Riccati
denklemi denir.

Bir 6zel Cozimi Bilinen Riccati Denkleminin Genel Cézimii

f, Riccati denkleminin bir 6zel ¢oziimii olsun. y = f + 1 bagh
degisken doniigiimi yaparsak

dy df 1dv

dr dzx v?dx
olur ve verilen denklem v cinsinden

Z—; +v[B(x) + 24(x) f ()] + Az) = 0

lineer diferansiyel denklemine doniisiir.

Ornek 2.49. Bir 6zel ¢oziimii f(z) = cosz olan

d
d—y(l —sinzcosz) +y*cosx —y +sinz =0
M

Riccati diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Yy =cosz + % bagli degisken doniigimi yaparsak

d
d—v(l —sinzcosz) — 2cos’x v =0
M

lineer diferansiyel denklemini elde ederiz. Aslinda bu, genel ¢oziimi

v(2 —sin2z) = 2sinx + ¢
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olan ayrilabilen bir denklemdir. Geri dontigtim yapilirsa, verilen Riccati
denkleminin ¢oziimii

B 2 —sin 2z
y=cosz+ 2sinz + ¢
veya
_ccosz+2
v= 2sinz + ¢

olarak bulunur.

Ornek 2.50. Bir 6zel ¢oziimii f(z) = tanz olan

d

&y +y® —3ytanz +tan®’z — 1 =0
dx

Riccati diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiini bulunuz.

y =tanz + % bagli degisken doniigimi yaparsak

)
— 4+ tanz v =1
dz

lineer diferansiyel denklemini elde ederiz. Bu denklemin genel ¢oziimi

1+sinz
V=CCOSLT—
1 —sinz

olur. Geri doniigiim yapilirsa, verilen Riccati denkleminin genel ¢oziimi

1—sinz

=t
y=tanz+ ccosz(l +sinx)

olarak bulunur.

Iki Ozel Cézimii Bilinen Riccati Denkleminin Genel Cézimi

f1, f2, Riccati denkleminin iki 6zel ¢oziimii olsun. w = fzifl fonk-

siyonunun, Riccati denkleminde y = f; + % baglt degisken dontigtimi
yapilarak elde edilen

f]l +v[B(x) +24(x) f ()] + Az) = 0
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lineer diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢oziimii oldugu kolayca goste-
rilebilir. Bu denklemin bir genel ¢oziimiini bulmak icin v = w + 2
koyarsak, z’nin

dz

- + [B(z) + 2A(x) f1(z)]z =0
ayrilabilen denkleminin ¢oziimi olacagi anlasilir. Bu denklemin bir

genel ¢ozimii
5 — e [B@)12A(@)f(z)]dz

olarak yazilabilir. Artik Riccati denkleminin genel ¢oziimii bir integral
hesabr ile

= /1 +
y=nh W+ z

formiiliinden hesaplanabilir.
Ornek 2.51. 1ki 6zel ¢oziimii fi(z) = —2°, fo(z) = —z~! olan

d
(1— xlo)d—y =y* — 8% — 92°
T

Riccati diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiini bulunuz.
y = —2% + % bagli degisken doniigiimii yaparsak

dv 102° 1
de  z9—1 101

lineer diferansiyel denklemini elde ederiz. Bu denklemin bir 6zel ¢oziimi

1 T
w = =
—z 7 429 201

fonksiyonudur. » = w + z koyarsak z’nin,

dz 102
de 210 —-1

z=20

ayrilabilen denkleminin ¢oziimii olacagt anlasilir. Bu denklemin bir

genel ¢oziimi

1029
z = ceff a:mxfldx - ¢
10 —1
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olarak yazilabilir. Artik Riccati denkleminin genel ¢oziimi bir integral
hesabr ile

= fi+
y=nh w—+ 2z
formiiliinden
o =1 cx? — 1
y=—x + = -
T+c T +c

olarak hesaplanir.
dic Ozel Cézimii Bilinen Riccati Denkleminin Genel Céziima
TEOREM 2.6. Riccati denkleminin f1, f5, f3, f1 gibi dort ozel

cOzimiinin
Ja=Jfs fa—[f2

fi—fi fhi—f

cifte oranlar1 sabittir.

Bu meghur teoremin ispatini burada vermeyecegiz. Bu teorem yar-
dimiyla, ii¢ ¢coziimii bilinen Riccati denkleminin genel ¢coziimiiniin nasil
bulunabilecegi acik¢a goriilmektedir.

Ornek 2.52. ¢ ozel ¢coziimi

) 1+sinzx
— S = — — SeC I
fl(x) mx, f2($) 1+ cosa’ fs(l’) SeC T
olan
) dy 5 .
(l—smxcosx)d——y sSinz — y 4+ cosz

Riccati diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiini bulunuz.

Teoremdeki formiile gore Riccati denkleminin y genel ¢ézimiuni f4
olarak isimlendirirsek

secr—y  secx — (l+sinz)/(l — coszx)

c
sinz —y sinz — (1 +sinz)/(1 — cosx)
ve buradan da genel ¢oziimi
_ l+csinz

y= c+cosx
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olarak bulunur.

y, ¥ wvey” ye Gore Homojen Denklemler

Boyle denklemler, u = v bagl degisken doniigiimi ile # cinsinden
birinci basamak denklemlere dontigiirler. Bu dontigiim altinda turevler

Y =uy, ' =yl +u?)
olarak doniisiirler.

Ornek 2.53. yy" — ()% = 6a1>

Bu denklemin biitiin terimleri y, 1/, " lere gore ikinci dereceden ho-
mojendirler. Yukaridaki doniisiim uygulanirsa « cinsinden

v =6z, veyva u=31>4+¢

ve geri dontigimle
!

L322+ 1
Y

ve buradan da
y — 62€$3+01$

verilen ikinci basamak denklemin genel ¢oziimii olarak bulunur.

y Badl Dediskeni Bulundurmayan Ikinci Basamak Denk-
lemler

Bu denklemler

y' = flx.y)
seklindedirler ve ¢ = p, 9" = p’ donlisimiiyle
p' = f(z,p)

birinci basamak denklemine doniisiirler.
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Ornek 2.54. xy" —y' = z%e® diferansiyel denkleminin genel ¢ozii-
miini bulunuz.

i !

Bu denklemde y bagh degiskeni yoktur. Boylece oy = p, 9" =p
domiisimi ile birinci basamaktan

xpl—p:ZL'Qex

lineer denklemine doniigiir ki genel ¢oziimi daha once goérdigimiiz
yontemlerden biriyle

y=(—-1e"+czx+c
olarak bulunabilir.

x Bagimsiz Degiskent Bulundurmayan Ikinci Basamak
Denklemler

Bu denklemler
y" = fly,y)

seklindedirler ve 4’yi bagimsiz degisken olarak belirleyip

p y y7 2:

birinci basamak denklemine doniisiirler.

Ornek 2.55. yy' = (v')? diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiinii
bulunuz.

i

Bu denklemde x bagimsiz degigskeni yoktur. Boylece v/ =p, ¢’ =
p dp/dy démiigiimii ile
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birinci basamak denklemine doniigiir ki, genel ¢oziimii daha once gor-
diigiimiiz yontemlerden biriyle

ci1x+co

y=e
olarak bulunabilir.

Daha fazlasin1 6grenmek isteyen okuyucumuza E. Kamke'nin Differ-
entialgleichungen: Losungsmetoden und Losungen, Chalsea: New York
1948 adli kitabini tavsiye etmekle yetinecegiz. Bu ilging kitapta cok
sayida 0zel denklem tipinin ve ¢éziim yollarinin ele alindigi goriilecektir.
Okuyucumuz gordiiklerinin diginda bir denklemle karsilasinca bu kitaba
bagvursa iyi eder. Ancak tam ¢oziimi bulunmayan denklemlerle kar-
silasmak da kabildir. Boyle durumlarda yaklasik ¢oziim yontemlerine
basvurulur. Bu tiir yontemleri kitabin II. kisminin 9. Boliim’tinde ele
alacagiz.

ALISTIRMALAR

1.den 4.’e kadar problemlerdeki diferansiyel denklemleri, integras-
yon carpanlarini bulduktan sonra ¢oziiniiz.

(5zy + 4y* + 1)dz + (2 + 2zy)dy = 0
(22 + tany)dz + (z — 2 tan y)dy = 0
[y?(z 4+ 1) + yldz + 22y + 1)dy =0
(4zy* + 6y)dz + (52%y + 8z)dy = 0
[ Yol gdsterme: Bu diferansiyel denklemin zPy? seklinde integrasyon
carpani vardir.]
5. Teorem 2.6’y1 ispat ediniz.
6. Teorem 2.7’yi ispat ediniz.
7. pve v,

o D

(4) Mdz + Ndy =0
denkleminin /v sabit olmayacak sekilde iki integrasyon ¢arpani ise,

W=cv
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bagintisinin her ¢ sabiti igin (A) denkleminin bir ¢dziimiini tammlaya-

cagini kamtlayimiz.
7.

(A) Mdz +Ndy =0

denklemi homojen ve tam ise, M 4 yN de sabit degilse, bu denklemin
coziimiiniin ¢ keyfi bir sabit olmak tizere tM 4 yN = c olacagini kanit-
layiniz.

EK ALISTIRMALAR

A) Agagidaki Lagrange diferansiyel denklemlerinin genel ¢6ziim-
lerini bulunuz.

1 y=—2+1+ @
cevap:

cevap:
P r = 2c+7p?(34+2p
T A
2e+7p2 (342
y = -2 p 4 7ps

3y 2
3. Yy = Sl'y + )"
cevap: i
r= %piS +cpT1
_ 1 2
y=-3 (18—729 t cp4) 4—22627(&;;52]’ p’+7p°
Loy=alyP )+

5. y=—zy +10(y/)3
cevap:
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6. y=—z(y)*+7(y)°

cevap:
o c21p414pB
L= e
— 7cp2+14p3+7p4
y 3(1+p)2

wojo

7. y=—xy +5()
cevap: \
%pi +cp~

T =
__ 158 1
Yy = gpr —Cp2

N

B) Asagidaki Clairaut diferansiyel denklemlerinin genel ve tekil
coziimlerini bulunuz.

1
Loy=zy+ () +1)°
1
cevap: Genel ¢oziim: y = Az + ((A)?+1)3
Tekil ¢oziim:

y=—=2*((p)+1)7 +((p)*+1)°

2. y=uxy +arctan o/
cevap: Genel ¢oziim: y = Ax + arctan A
Tekil ¢oziim:

—1

L= 1T5p

Yy = —H’(';p)z +arctan p

3. y=zxy + ﬁ
cevap: Genel ¢oziim: y = Az + (A2)2
Tekil ¢oziim:

— 4
O
Y= 1y + arctan p
veya 2y3 = 2722

=

4 y=ay + () +1)
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ST

cevap: Genel ¢oziim: y = Az + ((A)*+1)
Tekil ¢oziim:

v ==’ () +1)7
y=((p*'+1*
5. y=zy' +3((y)* + 1)7Tl

cevap: Genel ¢ozim: y= Az +3((4)*+1)7%
Tekil ¢oziim:

6. y=av +—5
cevap: Genel ¢cozim: y = Az + —
Tekil ¢oziim:

T.y=xy —Ay)?

_ 1
8.y—xy'+47};
9. y=uxy —ev

— ! 1
10. y = zy +1fgy'
11 y =zy — %

C) Asagida birer ¢oztimleri verilmig Riccati diferansiyel denklem-
lerinin genel ¢oziimlerini bulunuz.

dy _ y?—ay—2x _ 2
1 =0 fi(r)= -1
e a2
cevap: Genel ¢oziim:  y = =&
dy _ 2x(y°-1) _ .2
2' dz z4—1 fl(x) =z
2 +c(1+22)

cevap: Genel ¢ozim: y = Tre(ita?)

3. (11— xg)% =y —T28y — 827, fi(z) = —at
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e 8
cevap: Genel ¢oziim: y = %

N e e

cevap: Genel ¢oziim: y = 31? + C%:

5. 2. problemdeki Riccati denkleminin iki 6zel ¢oziimi fi(x) =
22, folz) =1 olduguna gore genel ¢éziiminii bulunuz.

6. Bir Riccati denkleminin ti¢ 6zel ¢oziimi fi(z) = 2%, fo(z) = 1
ve fs(z) = —1 olduguna gore, genel ¢6ziimiini bulunuz. Bu Riccati
denklemini yaziniz.

cevap: 2. problemdeki Riccati denklemidir.

7. (1-— x4)% =y —20%y — 322, fi(z) = M2

8.y =v’+(1-2z0)y+2>—xz+1, filz)==z
9.y =xy*+(1-2z)y+xz—1, fi(z)=1
10. y' = (y—D(y+3), filz) =1

Ly =@+y)lz+y-2), filx)=1-x
12. ¢y = ey +y—e%,  fi(z) =€

13,y =2*(y—x)*+ %, filz) ==

C) Asagidaki y, ' ve y"ye gore homojen denklemlerin genel
coziimlerini bulunuz:

1. ,7/,7/” _ (y/)Q _ my2 =0
cevap: Genel ¢oziim: y = cpes? T1®

9. yy// _ (y/)Q =0
cevap: Genel coziim: y = coe®”

D) Asagidakiy bulundurmayan 6zel ikinci basamak denklemlerin
genel cozliimlerini bulunuz:

. A—z?y" =2+a2y

cevap: Genel ¢oziim: y = (arcsin z)? + ciarcsin T + ¢y

2. 2y +y +2=0

cevap: Genel ¢oziim: y = —12? + ¢ In|z| + ¢
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3.y = (1+(y))™

cevap: Genel ¢dziim:  z +y+ ¢y = 5 1In Hfg—fg
4.9y =2y =1 5. 9" +y' =e"
6. xy,, — y, 7 yy// — y/2
8. xy’ +y =322 —x 9. cotxy”"+9y +1=0
10. (1 +22)y" —2zy' =22 11. 9" +22(1+¢')2 =0

E) Asagidaki z bulundurmayan &zel ikinci basamak denklemlerin
genel coziimlerini bulunuz:

1. ¥y =y

Y
2. Z/” =4/1+ (:‘/)2 cevap: Yy = }101332 — % In |:E| + ¢o
3. 2" =1+ (y’)2 cevap: y = (c1z + 02)2 49

Ityter
1—y—c1

ANy
Q\
I
~—~
—
_l_
—~
@\
()
~—
w
T

cevap: x+y+02:%1n‘

5 . oy =19y (1)=-1

6. y" =2yy, y(0)=1%(0)=5

7. 2yy" =1+ (y)?, y(0)=2,4(0)=-1

8. v =) +y=0, y(0)=3y(0)=-1

Okunmasi tavsiye edilen kitaplar:

I. Temel Yontemler:

Agnew (1) Kaplan (30)
Ford(17) Rainville (45)
Martin ve Reisner (38)

I1. Daha Ileri Yéntemler:
Kamke (28) Ince (26)



Bolum 3

1. Basamak Denklem
Uygulamalari

Birinci boliimde diferansiyel denklemlerin, bilim ve miihendisligin ¢ok
cesitli problemlerinin matematik ifadelerinin yazilmas: sirasinda ortaya
ciktiklarini soylemistik. Bu boliimde, ikinci béliimde incelenen bazi bi-
rinci basamak diferansiyel denklemleri meydana cikaran problemleri ele
alacagiz. Once problemi matematik diliyle ifade edip bir diferansiyel
denklem elde edecegiz. Daha sonra bu denklemi ¢ozerek c¢ozimii, ilk
problemde verilen fiziksel biiyiikliikler cinsinden yorumlamaga calisa-
cagiz.

3.1 Dik ve Egik Yiuriingeler

A.  Dik Yiriungeler

TANIM.
F(z,y,¢)=0 (3.1)

xy-diizleminde verilmig bir parametreye bagl bir egri ailesi olsun. (3.1)
ailesinin egrilerini dik aciyla kesen egriye, verilen ailenin dik yiriunge’si
denir.

113
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Ornek 3.1.  Merkezi orijinde, ¢ yaricapli cemberlerin
z? +y* = (3.2)
ailesini gozoniine alalim. Koordinat merkezinden gecen
y=kx (3.3)

gibi her dogru, (3.2) cember ailesinin bir dik yiiriingesidir. Tersine
olarak (3.2) ailesinin her ¢emberi, (3.3) dogrularmin dik yiiriingeleridir.
(3.2) ve (3.3) aileleri birbirlerinin dik yiirtingeleridir. Sekil 3.1’de (3.2)
cember ailesinin bazi elemanlar1 kesiksiz ¢izgilerle, (3.3) dogru ailesinin
bazi elemanlart da kesikli ¢izgilerle gosterilmiglerdir.

Sekil 3.1

Verilen bir egri ailesinin dik yturiingelerinin bulunmasi problemine
birgcok fiziksel meselede rastlanir. Mesela iki boyutlu elektrik alaninda
kuvvet (aki ) cizgileri ve egpotansiyel egrileri birbirlerinin dik yiiriinge-
leridir.
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Simdi
F(z,y,¢)=0 (3.1)
egri ailesinin dik yiiriingelerini bulma problemiyle ilgilenecegiz. (3.1)
ailesinin diferansiyel denklemini, (3.1)’i kapali olarak tiiretip, elde edi-
len denklem ile (3.1) denklemi arasinda c’yi yokederek buluruz. (3.1)
allesinin diferansiyel denkleminin

Y= fav) (3.4

seklinde yazilabilecegini varsayalim. Bdylece (3.1) ailesinin (x,y) nok-
tasindan gecen C' egrisinin bu noktadaki egimi f(z,y) ile verilecektir.
Verilen ailenin dik yuriingesinin her egrisi, ailenin her egrisini dik olarak
kestiginden, C’nin (z,y)’deki dik yiiriingesinin bu noktadaki egimi

1
flz,y)

olacaktir. Boylece dik yiiriingelerin diferansiyel denklemi

dy 1

dz — f(z,y)

(3.5)

olur. (3.5) denkleminin
G(z,y,c) =0

genel ¢o6ziimi, verilen (3.1) ailesinin dik yiiriingelerini temsil eder.
Bu iglemi soyle ozetleyebiliriz:

Bir egri ailesinin dik yiringelerini bulma yontems.

1. Adim. Verilen ailenin
F(z,y,¢)=0 (3.1)
denkleminden yararlanarak bu ailenin

dy

) (34)

diferansiyel denklemini bul.
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2. Adim. 1. adinda bulunan % = f(z,y) diferansiyel denkle-

minde f(x,y)’yi tersinin ters igaretlisi olan —@ ile degistir. Bu, dik
yiiriingelerin
dy 1

dz — f(z,y)
diferansiyel denklemini verir.

(3.5)

3. Adim. (3.5) diferansiyel denkleminin
G(z,y,¢) =0
genel ¢coziimiinii bul. Boylece dik yiiriingeler ailesini elde etmis olursun.

Uyari. Birinci adimda egri ailesinin (3.4) diferansiyel denklemini
bulurken, ¢ parametresinin yokedilmig olmasina dikkat ediniz.

Ornek 8.2. 3.1 orneginde merkezi orijinde, ¢ yaricapli cemberlerin
> +y° = (3.2)

ailesinin dik yiiriingelerinin, merkezden gecen dogrularin
y=kx (3.3)

ailesi oldugunu gormigtiik. Simdi bunu yukarndaki yolu izleyerek dog-
rulayalim.
1. Adim. Verilen ailenin

> +y° = (3.4)
denkleminin tiirevini alarak
dy
T =0
Tty T

ve bundan da (3.2) ailesinin diferansiyel denklemi olarak

dy x

— =—— 3.6

iy (3.6)
elde edilir. (Bu durumda ¢ sabitinin kendiliginden kaybolduguna dikkat
ediniz.)
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2. Adim. 1. (3.6) diferansiyel denkleminde —¥’yi tersinin ters
isaretlisi olan ¥ ile degistirip, dik yiiriingelerin

dy _y
— == 3.7
dr =z (37)
diferansiyel denklemini elde edelim.
3. Adim. Simdi (3.7) diferansiyel denklemini ¢6zelim. Degigken-
leri ayirarak

dy _ do
y o

ve integre ederek
y=kz (3.3)

elde ederiz. Bu (3.7) diferansiyel denkleminin genel ¢oziimidir ve
boylece (3.2) ile verilen cember ailesinin dik yiiringelerinin ailesini (x=0
dogrusu diginda) temsil eder.

Ornek 3.3. y= cx? parabol ailesinin dik yiiriingelerini bulunuz.
1. Adim. Once verilen

y = cx® (3.8)

egri ailesinin diferansiyel denklemini bulacagiz. (3.8) denkleminin tii-
revini alarak

d
Y~ 9 (3.9)
dz

elde ederiz. (3.8) ve (3.9) arasinda c’yi yokedersek, (3.8) ailesinin dife-
ransiyel denklemi olarak
dy 2y
— == 3.10
dz x ( )
buluruz.
2. Adim. Simdi (3.10)’daki %’i, tersinin ters igaretlisi ile degig-

tirirsek, dik yiirtingelerin ailesinin diferansiyel denklemi

dfy_z

= —— 3.11
dx 2y ( )

olur.
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3. Adum. Simdi (3.11) diferansiyel denklemini ¢ézecegiz. Degis-
kenleri ayirarak
2y dy = —x dx

elde ederiz ve bunu integre ederek (3.11) diferansiyel denkleminin genel
coziimiini, k£ keyfi bir sabit olmak iizere

2 + 2y2 — k?

olarak buluruz. Bu, (3.8) ile verilen parabol ailesinin dik yiiriingelerinin
ailesidir.

Sekil 3.2

Bunlar merkezleri orijinde, biiyiik eksenleri z-ekseni tzerinde elips-
lerdir. Ilk parabol ailesinin ve onlarin dik yiiriingeleri olan elips ailesinin
bazi elemanlar1 Sekil 3.2’de goriilmektedir.
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B. Egik Yurungeler

TANIM.
F(z,y,¢)=0 (3.12)

xy-diizleminde verilmis, bir parametreye bagl egri ailesi olsun. (3.12)
allesinin egrilerini sabit bir ov # 90° acisiyla kesen egriye, verilen ailenin
egik yuringe’si denir.

Bir egri ailesinin diferansiyel denkleminin

dy

D=t (319

oldugunu varsayalim. Boylece (3.13) ailesinin (z,y) noktasindan gecen
C' egrisinin bu noktadaki egimi f(z,y) ve buradaki tegetinin egim agist
arctan[f(x,y)] olacaktir. Verilen ailenin egik yiiriingesinin bu egriyi «
acist altinda kesen elemaninin tegetinin (z, y) noktasindaki egim acisi

arctan[f(x,y)] + «

olacaktir. Boylece egik yiirtingelerin egimi

f(z,y) +tana
1— f(z,y)tan

tan{arctan|[f(z,y)] + a} =

ve diferansiyel denklemi

dy  f(z,y)+tano

de 11— f(z,y)tana

olur. Boylece verilen bir egri ailesinin egrilerini sabit bir o # 90°
acisiyla kesen egik yuriingelerinin ailesini bulmak icin daha once dik
yurtingeler icin anlattigimiz ii¢ adimi atmaliy1z. Ancak 2. adim agagi-
daki gibi degistirilmelidir.
2’. Adim. Verilen ailenin % = f(z,y) diferansiyel denkleminde
Sz, y)yi
f(z,y) +tana
1— f(z,y)tan

(3.14)

ile degigtir.
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Ornek 8.4. y = cx dogru ailesini 45° altinda kesen egik yiiriinge-
lerin ailesini bulunuz.

1. Adim. vy = cz’den % = ¢ buluruz. Bu ikisi arasinda c’yi
yokedersek verilen dogru ailesinin diferansiyel denklemi olarak

d_y (3.15)
dr =z
elde ederiz.

2. Adim. Simdi (3.15)’deki ¥’i, tan45° = 1 oldugunu da
gozonune alarak

f(z,y) +tana
1— f(z,y)tana

ile degistirelim. Boylece egik yiirtingelerin ailesinin diferansiyel denkle-
mini
dy z+y
de  x—y

(3.16)

olarak buluruz.
3. Adim. Simdi (3.16) diferansiyel denklemini ¢ozecegiz. Bunun
bir homojen denklem oldugunu gorerek y = xv doniisiimi yapar ve
dv 14w

v+aor— =
dz 1—w

elde ederiz. Sadelegtirmelerden sonra

(v—1)dv _ dz

v2+1 T

ve integre ederek
1
5 In(v? + 1) — arctan v = —In|z| — In ||

veya

In[c*z*(v® + 1)] — 2arctan v = 0
elde edilir. Geri doniisim yapilirsa verilen dogru ailesinin egik yiirtin-
gelerinin ailesi

In[c®(z® + y*)] — 2arctan’ = 0
r

olarak bulunur.
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ALISTIRMALAR

1.den 9.’ya kadar problemlerde verilen egri ailelerinin dik yiirtinge-
lerini bulunuz. Her seferinde verilen ailenin ve dik yiiriingelerinin bir
kisim elemanlarini ayni koordinat sisteminde ¢iziniz.

1. y=cx® 2. yP=cx 3. e +y2=1
4. y=e*~ 5. y=x —1+ce™™ 6. ©—1y=cx?
7. 22 +y? =crd 8 22 =2y—1+ece? 0. m:%—l—y%
10. 22 —y2 =¢ 11. 2% = c2® 12. y=(z—c)?
13. 22+ 292 =cy 14. 22 —y?4+ecx=0 15, 22+’ =cx

16. Merkezleri orijinde, bir odaklar: (¢, 0) noktasinda ve yar1 biiyiik
eksen uzunluklar1 2¢ olan elipslerin ailesinin dik yiirtingelerini bulunuz.

17. y-eksenine orijinde teget cemberlerin ailesinin dik yuriingelerini
bulunuz.

18. K sabitini; y = ¢;2? + K paraboller ailesi, 22 + 292 —y = ¢,
elips ailesinin dik yiiriingeleri olacak gekilde bulunuz.

X

: ailesinin dik
—C2X

19. n sabitini; 2" + y" = c¢; egri ailesi, y =
yuriingeleri olacak gekilde bulunuz.
20. Bir egri ailesinin dik yiiringelerinin ailesi yine kendisi ise, bu

aileye kendisine dik egri ailesi denir. y? = 2cx + ¢ parabol ailesinin
kendine dik oldugunu gosteriniz.



122 BOLUM 3. 1. BASAMAK DENKLEM UYGULAMALARI

3.2 Mekanik Problemleri

A, Giris

Diferansiyel denklemler bilgimizi mekanik problemlerine uygulama-
ga baglamadan once bu konunun bazi ilkelerini kisaca hatirlayalim. Bir
cismin momentum’u, cismin m kiitlesi ile » hizinin muv carpimi olarak
tamimlanir. v hizi ve dolayisiyla momentum vektorel biiyiikliiklerdir.
Simdi mekanigin su temel yasasini ifade edelim:

Newton’in Ikinci Kanunu

Bir cismin momentumunun zamana gore degisim hizi, cisme etkiyen
bilegske kuvvet ile orantilidir ve yonii de bilegske kuvvet yoniindedir.
Matematigin diliyle bunu, m cismin kiitlesi, v hiz1 , F' cisme etkiyen
kuvvetlerin bileskesi ve K da oranti katsayis: olmak tizere

d

E(mv) =KF

ile ifade edebiliriz. m kiitlesinin sabit oldugunu varsayarsak bu formiil

dv

“ o KF
"t
veya a = % ivme olmak iizere
F
= K- 3.17
. 3.17)
veya k = - tammuyla
F = kma (3.18)

haline gelir. Kiitle sabit kabul edidiginde Newton’in ikinci yasasinin
sozli ifadesinin kargihgt (3.17) ifadesidir. Ancak biz burada onun dengi
olan (3.18)’i kullanacagiz. k oranti katsayisimin biiyiikligi, kuvvet,
kiitle ve ivme icin kullanilan birimlere baghdir. £ = 1 yapan birim
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sistemlerinin, en basit sistemler olduklari bellidir. Boyle bir sistem
kullamildiginda (3.18) ifadesi

F=ma (3.19)

haline gelir. T§te Newton’in ikinci kanunu bu sekliyle kullanacagiz.
(3.19) denkleminin vektorel bir esitlik olduguna dikkat ediniz.

k = 1 veren cesitli birim sistemleri vardir. Biz burada santimetre-
gram-saniye sistemi (cgs) ve metre-kilogram-saniye sitemi (mks) kul-
lanacagiz. Bu sistemlerdeki cesitli birimler agsagidaki tabloda gosteril-
mistir.

Birim cgs sistemi mks sistemi

kuvvet din newton

kiitle gram kilogram

uzunluk santimetre metre

zaman saniye saniye

ivime cm/s? m/s?
Tablo 3.1

Diinyanin cisimlere uyguladigi yercekim kuvvetine agirhik dedigimi-
zi hatirlayalhim. Agirlik bir cesit kuvvet oldugundan kuvvet birimleriyle
olgiiliir. Boylece (cgs) sisteminde agirlik dyn ile 6lguliir.

Newton’in ikinci kanununu serbest diigen cisme uygulayalim. m
cismin kiitlesi, w da agirligt olsun. Serbest diismede stirtiinmenin ol-
madigt kabul edildiginden cisme etkiyen yegane kuvvet, w agirhgidir.
Ivie, yercekiminden ileri gelen ivmedir. Dolaysiyla (cgs) sisteminde
yeryiiziine yakin bolgelerde 980 cm/s? kadardir. Boylece F' = ma ikinci
Newton yasasi, w = mg halini alir. Boylece sik sik kullanacagimiz

m= — 3.20
p (3.20)

bagintisini elde ederiz.
Simdi de dogrusal hareket yapan, yani bir L dogrusu iizerinde ha-
reket halinde olan bir B cismi gozoniine alahim. L dogrusu iizerinde
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sabit bir O noktasini baglangi¢ noktasi, sabit bir yonii pozitif yon ve
bir uzunluk parcasini da uzunluk birimi segecegiz. O zaman B’nin
bulundugu yerin O noktasina gore koordinati bize B’nin uzakligini ya
da yerdegistirmesini soyler. (Sekil 3.3’e bakiniz.)

B’nin ani hiz'1 2'in zamanla degisim oranidir:

_ dx
T
ani 1wmesi de v’nin zamanla degigim oranidir:
_dv dx
“Ta T A

x, v, a’nin i¢iinin de vektorel biiyiikliikler olduguna dikkat ediniz. L
izerinde pozitif yonde olan biitiin kuvvet, yerdegistirme, hiz ve ivimeler
pozitif biiyiikliikler, negatif yonde olanlar da negatif biiyiikliiklerdir.

Sekil 3.3

F = ma ikinci Newton kanununu, B’nin L tzerindeki hareketine,

dv B dvd_x dv

dt  dvdt  dz

olduguna dikkat ederek uygularsak, kanunu asagidaki dort sekilden
birinde ifade edebiliriz:

dv
Y oF 3.21
m— (3.21)
2
mt% _p (3.22)
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myv— = F (3.23)
dx

Burada F', cisme etkiyen kuvvetlerin bilegkesidir. Kanunun bu sekille-
rinden hangisini kullanacagimiza, kuvvetin ifade edilis seklinden karar
veririz. Mesela F' sadece ¢t zamaninin fonksiyonu olarak verilmis ve v
hizim zamanin fonksiyonu olarak bulmak istiyorsak, (3.21)’1 kullaniriz.
Halbuki F', z yerdegigtirmesinin fonksiyonu olarak verilmis ve v hizini
da yerdegistirmenin fonksiyonu olarak bulmak istiyorsak, (3.23)’i kul-
laniriz.

B. Disen Cisim Problemler:

Simdi yere dogru diisen cisimlerin hareketlerinden bazi Srnekler
ele alacagiz. Boyle bir durumda cisim digerken havanin direncine
maruz kalir. Hava direncinin biiyiikligi cismin hizina baghdir ancak bu
bagimlhilig1 tam olarak ifade edecek hichir genel kanun mevcut degildir.
Bazi hallerde R = kv formiilii oldukca tatminkar goriildiigii halde bazen
R = kv? daha dogru olur. Her iki durumda da k orant1 katsayisi cismin
sekli de dahil olmak tizere cesitli etkenlere baghdir. inceleyecegimiz
orneklerin herbirinde uygun bir direnc¢ formiilii kullanacagiz. Boylece
bu orneklerde, gercek direnc formiilii yerine yaklagik ifadesinin kul-
lanilmasi ve bazi nisbeten 6nemsiz etkenlerin ihmal edilmesi sebebiyle,
gercek problemlerin ideallestirilmis hallerini incelemis olacagiz.

Ornek 3.5. 8 kg kiitleli bir cisim cok yiikseklerde durmakta iken
yere dogru diigmege baglamigtir. Diigerken bu cisme hava direnci et-
kimektedir. v, cismin m/s cinsinden hiz1 olmak {izere hava direncinin
sayisal olarak 2v kadar newton oldugunu kabul ediyoruz. ¢. saniyede
cismin hizin1 ve diigme mesafesini bulunuz.

Formalasyon. Pozitif x eksenini B cisminin diisme yolu boyunca ve
asagl dogru, baslangic noktasini da cismin diigmege basladigi noktada
aliyoruz. Cisme etkiyen kuvvetler:

(1) Fi, kiitlesi 8 kg olan cismin agirhigl, w = mg’den W = 8 x 9.8.
Asgag1 dogru etkiyor, dolayisi ile pozitif.

(2) Fy, hava direnci. Sayisal olarak 2v’ye esit, yukar: dogru etkiyor,
bdylece —2v gibi negatif bir biiyiiklik.
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(Bu kuvvetleri gosteren Sekil 3.4’ bakiniz.)

Sekil 3.4
Burada Newton’in ikinci kanunu F = ma

dv
— =F+F
mdt 1—|— 2

halini alir. Bilinenler yerlerine konursa

dv
8— =784—-2 .24
o v (3.24)

olur. Cisim baglangi¢cta durmakta oldugundan, baslangi¢ sart1 olarak
v(0) =0 (3.25)
alabiliriz.

Coziim. (3.24) denklemi ayrilabilen bir denklemdir. Degigkenlerini
ayirarak
dv 1
39.2—v Zdt

ve integre ederek

1
—1n|39.2 —v| = Et—l—co
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veya .
39.2 — v = c¢e 4t

buluruz. (3.25) baslangi¢ sartini kullamirsak # anindaki hiz olarak bu-
radan

392=c ve v=392(1—e1) (3.26)
bulunur. Simdi ¢ zamaninda diigiilen mesafeyi bulacagiz. (3.26)’y1
dx _1;
=392 (1—e ) (3.26)

seklinde yazar ve 2(0) = 0 oldugunu goézoniine alirsak, integre ederek
r=39.2(t+4e77") + ¢

buluruz. ¢t = 0’da z = 0 oldugundan ¢, = —156.8 olur. Bdylece diigsme
mesafesi soyle olur:

v =39.2 (1 +4e7% — 4) (3.27)

Sonuglarn Yorumu. (3.26) ifadesi ¢ — oo iken v hzimin 39.2 -
m/s'lik limit hiz’a ulagacagim gosterir. Ayni zamanda bu limit hiza
cok kisa zamanda ulagilacagini goriiyoruz. (3.27) denklemi ¢ — oo
icin x — oo olacagini gosteriyor. Bu acaba cismin dunyayi yararak
yoluna ilelebet devam edecegini mi soyliiyor? Kuskusuz hayir. Yer
ylzeyine carpar carpmaz hareket duracaktir. Peki bu herkesin akil ede-
bilecegi sonu, (3.27)’deki hareket denklemiyle nasil bagdastirabiliriz?
Gayet basit. Cisim yeryiiziine varinca artik (3.24) diferansiyel denklemi
gegerliligini yitirir ve dolayisiyla (3.27)'nin de hiikmii kalmaz.

Ornek 8.6.  Bir paragiitcii parasiitiini ve diger gerekli techizatin
yiiklenmig olarak dururken yere dogru diigmeye baghyor. Adamin tec-
hizati ile birlikte kiitlesi m kg’dir. Paragit acilincaya kadar newton
cinsinden R hava direnci; k£ orant1 katsayist ve v de m/s cinsinden hz,
olmak iizere sayisal olarak kv?’ye esittir. Paragiit acildiktan sonra ise
bu diren¢ cok daha fazladir. O zaman hava direncinin; K, k’ya gore
¢ok biiyiik (K > k) olmak iizere Kv? oldugunu varsayalim. Parasiit,
diigme basladiktan ¢; saniye sonra acilmis ise, ¢ > ¢; anindaki hiz
nedir?



128 BOLUM 3. 1. BASAMAK DENKLEM UYGULAMALARI

Formiilasyon. Pozitif x eksenini B cisminin diigme yolu boyunca ve
asag1 dogru, baslangic noktasini da cismin diismege basladigi noktada
aliyoruz. Problemi iki kisma ayiralim: (1) parasiit agilmadan dnce, (2)
parasiit acildiktan sonra.

Once (1) problemini ele alalim. Paragiit acilmadan dnce, parasiit-
ciye etkiyen kuvvetler:

(1) F; = mg newton degerinde ve asagi dogru etkidiginden pozitif
olan agirhk.

(2) F,, saysal olarak kv? olan hava direnci, yukar1 dogru etkidigin-
den negatif —kv?.

Newton’in ikinci hareket kanunu F = ma, F = F; + F, burada

mfi—: = mg — kv?
halini alir. Paragiitci durmakta iken diigmege basladigindan ¢ = 0’da
v = 0 olur. Boylece parasiit acilmadan dnce’ki hareketi temsil eden (1).
problem
m¥ = mg — kv?

(1) {U(St) 0 (3.28 — 3.29)
olarak formiile edilir. Simdi (2). probleminin formiilasyonuna gecelim.
Daha onceki gibi diigiinerek parasiit acildiktan sonra, parasitciiye et-
kiyen kuvvetler:

(1) F1 = mg newton olan agirhk.

(2) Fy, = —Kv? olan hava direnci (daha énce —kv? idi).

Daha onceki gibi hareket ederek parasut acildiktan sonra’ki zamanla
ilgili (2). problemi

me = mg — Ko?
(2) { u(ff) _ Ulg (3.30 — 3.31)

olarak formiile ederiz. Burada vy, parasiitiin acgildig1 ¢; aninda kazanil-
mig olan hizdir.

Cézim. Once (1). problemi ele alacagiz. (3.28) denklemi ayrilabi-
len bir denklemdir. Degigkenlerini ayirarak

dv 1
—— = —dt
mg — kv  m
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k
= 29 —t—l-Co
mg

ve integre ederek

In

\/@‘FU

veya (/7% =y diyerek

Yyt 294
fy Cle 4
Y=
buluruz. Buradan hizi
c e%f(lt 1
) _
V= [T (3.32)
crev +1

olarak elde ederiz ve (3.29)’daki baglangi¢ sartini kullanarak ¢ = 1
buluruz. Béylece (1). problemin ¢6ziimii 0 < ¢ < ¢; zaman araliginda
gecerli olmak iizere

v= )2 (3.33)

olacaktir.
L e —e v e -1
tan = =
Y v yev e

oldugunu hatirlarsak (3.33)’i daha temiz ve belki de daha esrarli hale

getirebilir,
[ k
v = \/@tanh (g —t)
k mg
seklinde yazabiliriz.

Simdi (2). problemin ¢dziimiine bakalm. (3.30) denklemi esas
itibariyle (3.28) gibi oldugundan, (3.32)’yi kullanarak ve k yerine K

alarak
2g4/ migt _ 1
= \/% A —— (3.34)
K
CQeggV ms +1
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yazabiliriz. Simdi baslangic sarti artik, ¢ = ¢;’de v = v1 olmasidir ve
v1, (3.33)’te = ; konularak elde edilir:

[ &
mg e2g matt _ 1
Y AL
’ eV st +1
(3.34) denklemine v(t,) = v1 sartin1 uygularsak

29 [E 29,/ Lt
e -1 cee me—1

[ & - /K
ng mgt1+1 62629 m9t+1

buluruz. Buradan c,’yi ¢ozersek

& [VE-VK]t:

62_6\/

elde ederiz. Boylece (2). problemin ¢6zimiini, # > ¢; zaman araliginda
gecerli olmak iizere

VE (t—t1)—Vkt1]

\/ -1 (3.35)
= .
VE(t—t1)— ft1}+1

olarak buluruz. Daha once oldugu gibi bunu istersek

7)—\/7tanh[ \/7t—t1)+\/_t1]

seklinde yazabiliriz.

Sonuclarin Yorumu. Once (1). problemin (3.33) ile verilen ¢ozii-

miini ele alahm. Buna gore, # — oo iken v hiz1 /mg/k limit hizina
gider. Boylece parasiit acilmazsa bahtsiz parasiitcliniin yere cakildigi
andaki hizi bu kadar olacaktir. Ancak problemimizin ifadesine gore
parasiit ¢; aninda acilacaktir. Biraz diigtiincelilik vaparak bu ¢; za-
maninin, yere diigmek igin gerekli olan T zamanindan kiigiik (¢; < T)
oldugunu varsayacagiz. O zaman (2). problemin (3.35)’deki ¢6zlimiine

bakarak ¢ — oo iken » hizinin, /mg/K limit hizina gittigini gérecegiz.
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Boylece parasiitiin yerden yeterince yiiksekte acildigini varsayarsak,
paragiit¢ii nihayet yere indiginde hizi bu kadar olacaktir. Bu gozlemle-
rimizi goylece toparlayalim:

1. Paragiit agilmazsa, parasiit¢ii yere \/mg/k hizi ile cakilacaktir.

2. Paragit yerden yeterince yiiksekte acilmigsa, parasiitcii nihayet
yere indiginde hiz1 /mg/K olacaktir.

Simdi bu iki degeri nasil karsilagtiracagimizi gorelim. Paragiit a-
¢ilmazdan once hava direncinin biiyiikliigii kv%dir. Parasiit agildiktan
sonra ise K, k’dan oldukca biiyiik olmak iizere Kv? olacaktir. Boylece

mg mg

K V7%
olacaktir. Buradan su bilinen sonucu ¢ikaririz: Acgilmig paragiitle yere
inme hizi , acilmamig paragtitle yere cakilma hizinin ancak cok kiiclik
bir kesridir. Mesela mg = 100 , k = =, K = .8 alirsak

1507

\/%:\/@N9m/s

\/% = /15000 ~ 120 m/s

olacaktir. Buradaki hesaplar biraz karmagik ama moralimiz bozul-
muyor. Paragiitiiniiz agilsin gerisi miithim degil.

oldugu halde

C.  Surtunme Kuvvetler:

Cisim piriizlii bir yiizey iizerinde hareket ederse, sadece hava di-
rencine degil, yiizeyin piiriizliliigiinden dolayr baz1 diren¢ kuvvetleri-
ne de maruz kalacaktir. Bu ilave kuvvete surtinme diyoruz. Fizikte
sirtinmenin pN formiiliiyle veridigi goriilmektedir. Burada

1. p, sturtinme katsaiyrst denilen ve verilen yiizeyin piiriizliliigiine
bagli olan orant1 katsayisidir.

2. N, yizeyin cisme uyguladigi normal, yani dik kuvvettir. simdi
siirtiinmeyle ilgili bir probleme, Newton’in ikinci kanununu uygulaya-
cagiz.

Ornek 3.7. 40 kg kiitlesinde bir cisim, yatayla 30° ac1 yapan met-
alden yapilma bir egik diizlemin iist basinda durmakta iken harekete
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baglamigtir. Hava direnci newton cinsinden ve sayisal olarak m/s ile
olciilen hizin yarisina egittir. Siirtiinme katsayisi da i’tﬁr.

(a) Cismin, serbest birakildiktan 2 s sonraki hizi nedir?

(b) Egik diizlem 20 m uzunlugunda ise, cisim alt uca vardiginda
hiz1 ne olur?

Formiilasyon. Hareket ¢izgisi egik diizlem boyuncadir. Pozitif z ek-
senini egik diizlem boyunca ve agagi dogru, baglangic noktasini da cis-
min harekete basladigl noktada aliyoruz. Hava direncini ve sturtiinmeyi
gecici olarak ihmal edersek, A cismine etkiyen kuvvetler:

(1) Diigey olarak agsagi dogru etkiyen 400 Newton’lik agirlik kuvveti
ve,

(2) Egik diizlem tarafindan cisme dik olarak uygulanan N normal
kuvveti olacaktir.(Sekil 3.5’ bakiniz.)

Sekil 3.5

Agirhigin egik diizleme parelel ve dik bilegenleri sirasiyla
400 x sin 30° = 200

ve

400 % cos 30° = 200V/3

olacaktir. Egik diizleme dik kuvvetler dengede oldugundan N normal
kuvvetin siddeti 200+/3 olur.
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Simdi siirtiinmeyi ve hava direncini de hesaba katalim. Egik diiz-
lemde kaymakta olan cisme etkiyen kuvvetlerin sunlar oldugu goriiliir:

(1) Fy, agirhgin egik diizleme parelel bilegeni, siddeti 200 newton.
Bu kuvvet agagi dogru etkidiginden pozitiftir:

Fy =200

(2) F>, siirtiinme kuvveti, siddeti pN = 1(200v/3). Bu kuvvet egik
diizlem boyunca yukari dogru etkidiginden negatiftir:

Fy, = —50V/3

(3) F3, hava direnci, siddeti %v. v > 0 ve yukar: dogru etkidiginden

bu da negatiftir.

1
Fg = —51)

Burada F'= ma ikinci Newton kanununu uygulayacagiz.
1
F=F +F+ F;=200— 503 — Sv ve m=40

oldugundan
102 — 900 — 50v/3 — Ly (3.36)
dt 2 '
diferansiyel denklemi elde edilir. Cisim harekete siikunetten bagladi-
gindan, baglangic sarti
v(0) =0 (3.37)

olur.

Céziim. (3.36) denklemi ayrilabilen bir denklemdir. Degigkenlerini
ayirarak
dv 1
= —dt

20 — 5v/3 — 0.050 4

ve integre ederek

1
—201n]20 — 5v/3 — 0.050| = St

veya .
20 — 5v/3 — 0.050 = ¢ye~w"
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buluruz. (3.37) baglangi¢ sartini kullamirsak ¢ anindaki hiz olarak bu-
radan

20-5V3=c, ve »=20(20-5V3)(1—e ") (3.38)
bulunur. (3.38)'de t = 2 koyarak (a) sorusuna hemen cevap verebiliriz:
v(2) =20(20 — 5V3) (L—e7%) m/s
(b) sorusuna cevap vermek i¢in (3.38)’i integre edip

= 20(20 — 5v/3) (£ + 80e™ ") +

elde ederiz. 2(0) = 0 oldugundan ¢, = —1600(20 — 5v/3) bulunur ki ¢
anina kadar alinan yol

= 20(20 — 5v/3) (¢ + 80e =" — 80) (3.39)

olur. Egik dizlem 20 m uzunlugunda oldugundan, cismin alt uca var-
masi icin gecen T' zamana,

20 = 20(20 — 5v/3) (T + 80~ — 80)

veya
1
20 — 5v/3

transandant denkleminin ¢éztimiudiir. Cismin alt uctaki V' hizi da

180 =T +80e~ 57

V =20(20 - 5V3) (1 —e"n7)

formiiliinden bulunur.
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ALISTIRMALAR

1. 20 kg kiitleli bir tag ¢ok yiikseklerden yere dogru diigiiyor. v m/s
hiziyla diigerken bu tasa sayisal olarak %v newton’luk bir hava direnci
etkiyor.

(a) t saniye sonundaki hizi ve diigme miktarini hesaplayimiz.

(b) 5 saniye sonundaki hiz1 ve diigme miktarint hesaplayimiz.

2. 6 kg kiitleli bir top, 300 m yuksekten yere dogru diigey olarak
2 m/s hzla firlatiliyor. v m/s hiziyla diigerken bu topa sayisal olarak
%v newton’luk bir hava direnci etkiyor.

(a) 1 dakika sonundaki hiz1 ve diigme miktarint hesaplayimiz.

(b) Top yere hangi hizla ¢arpar?

3. 1 kg kiitleli bir top, 3 m yiiksekten yukari dogru diigsey olarak
8 m/s hizla firlatiliyor. v m/s hiziyla diigerken bu topa sayisal olarak
é?} newton’luk bir hava direnci etkiyor. Top ne kadar yiikselir?

4. 32000 ton kiitleli bir gemi durmakta iken, 5000000 newton-
luk sabit pervane kuvveti ile harekete bashiyor. Suyun harekete karsi
gosterdigi direnc yaklasik olarak Newton cinsinden 100000.v°dir. Bu-
rada v, m/sn cinsindendir.

(a) Geminin hizint zamanin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

(b) Limit hiz1, yani # — oo i¢in v’nin limitini bulunuz.

(¢) Geminin, limit hizimin % 80’ine kavusmast icin gegecek zamani
bulunuz.

5. Iki adam deniz motoru siiriiyorlar. Adamlarin, kayigin ve
techizatin toplam agirhiklart 300 kg tutuyor. Motor kayiga hareket
dogrultusunda 100 Newton’lik bir kuvvet uyguluyor. Suyun harekete
gosterdigi Newton cinsinden direng m/sn cinsinden hizin 2 kat1 kadar-
dir. Kayik durmakta iken harekete bagladigina gore, (a) 20 saniye, (b)
1 dakika sonraki hizini bulunuz.

6. 85 kg agirhigindaki bir adam tarafindan kullanilan, 70 kg agirli-
gindaki bir kayik, belli bir dogrultuda 40 km/saat hizla bagka bir mo-
torlu kayik tarafindan cekilmektedir. # = 0 aninda iki kayig1 baglayan
halat aniden koptugunda, adam hareket dogrultusunda, ve bu dogrul-
tuda kayiga 6 kg’lik bir kuvvet uygulayarak kiirek cekmeye bagliyor.
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Suyun harekete gosterdigi direng, m/sn cinsinden hizin 20 kati kadar
Newton’dir.

(a) Kayigin, halat koptuktan 15 saniye sonraki hizin1 bulunuz.

(b) Halat koptuktan kag saniye sonra kayigin hizini, cekilmekte
ikenki hizimin yarisina diigecektir?

7. 20 g agirhgindaki bir mermi, havada duran bir helikopterden,
diisey olarak asagi dogru 400 m/sn namlu hiziyla atiliyor. Havanin
direnci, v m/sn cinsinden olmak iizere Newton cinsinden 10~%v?’dir.
Merminin hizim1 zamanin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

8. 0.5 kg agirhigindaki bir top mermisi, yeryliziinden diigey olarak
yukar1t dogru 300 m/sn namlu hiziyla atiliyor. Havanin direnci, » m/sn
cinsinden olmak iizere Newton cinsinden 10~ *v?’dir.

(a) Merminin hizint zamanin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

(b) Mermi ne kadar yiikselir?

9. 8 kg agirhgindaki bir cisim, durgun bir golin yiiziinden bat-
maya birakiliyor. Agirligr cismi batirmaya caligirken kaldirma kuvveti
de onu yukart dogru itiyor. Kaldirma kuvveti 3 kg ve suyun direnci,
v m/sn cinsinden olmak iizere Newton cinsinden 2v? olduguna gore,
batan cismin hizim zamanin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

10. 6 kg agirhigindaki bir cisim, durgun bir goliin ytizeyinin altinda
serbest birakiliyor. Kaldirma kuvveti 15 kg'dir ve bu yiizden cisim
suyun i¢inde yiikselmektedir. Suyun direnci, » m/sn cinsinden olmak
iizere Newton cinsinden v?’ye esit olduguna ve cisim 5 sn’de su iizerine
ciktigina gore, cismin su tizerine c¢iktigr andaki hizim ulunuz.

11. Bir adam yatay ve buzlu bir sahada, yiiklii bir kizag1 saniyede 3
m hizla itmektedir. Buzlu alanin ortasina geldiginde itmeyi birakiyor.
Kendi bagina yoluna devam eden kizak ve yiikiiniin toplam agirligi 50
kg’dir. Hava direnci, v m/sn cinsinden olmak iizere Newton cinsinden
%U ve buzun iizerinde kayanlara kars: siirtiinme katsayisi 0.04 olduguna
gore, kizak yoluna daha ne kadar devam eder?

12.  Bir cocuk kizag: ile yokus asagi kayarak yatay ve buzlu bir
sahaya inip yavaglamaga baghyor. Hizinin 2 m/sn’ye diigtiigi bir anda
babasi yetigiyor ve hareket dogrultusunda 10 kg’lik sabit bir kuvvet
uygulayarak kizagi itmege bagliyor. Cocugun ve kizaginin toplam
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agirhgr 50 kg’dir. Hava direnci, v m/sn cinsinden olmak iizere Newton
cinsinden %v ve buzun iizerinde kayanlara karsi siirtiinme katsayist 0.05
olduguna gore, baba kizagi itmege basgladiktan 10 sn sonra hiz ne olur?

13. Siit siseleri tagiyan 12 kg agirhginda bir kasa, 10 m uzunlugun-
da ve yatayla 45° ac1 yapan metal bir egik diizlemin baginda durmakta
iken harekete ge¢iyor. Hava direnci, v m/sn cinsinden olmak iizere
Newton cinsinden %v ve siirtiinme katsayist 0.4 olduguna gore

(a) Hareket bagladiktan 1 sn sonra iz ne olur?

(b) Kasa alt baga vardiginda, hizi ne olur?

14. Bir cocuk yatayla 30° a¢1 yapan bir bayirdan asagi kayiyor.
Cocugun ve kizaginin toplam agirhg: 50 kg’dir. Hava direnci, v m/sn
cinsinden olmak iizere Newton cinsinden 2v’ye egittir. Cocuk durmakta
iken harekete bagladigina ve 5 sn’de 3 m/sn’lik bir hiza ulagtigina gore
buzun, lizerinde kayanlara kargi siirtiinme katsayisi ne olur?

15. 20 kg agirhgindaki bir cisim, durgun bir goliin yiizeyinin 25
m iizerinde iken serbest birakiliyor. Cisim suya deginceye kadar hava
direnci, v m/sn cinsinden olmak {izere Newton cinsinden 2¢’dir. Cisim
suyun icine girdikten sonra da suyun direnci, v m/sn cinsinden olmak
izere Newton cinsinden 6v olmaktadir. Su icindeki harekette, 4 kg’lik
bir kaldirma kuvveti cismi yukari dogru itiyor. Cismin su yiizeyinin
altina gectikten 2 sn sonraki hizini ulunuz.
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3.3 Degisim Hizi Problemleri

Baz1 problemlerde bir ¢oklugun degigim hizi, bazen o seyin o anki mik-
tarina, bazen de zamana baghdir ve bu c¢oklugun herhangi bir andaki
miktar1 bilinmek istenir. z bu seyin ¢ anindaki miktarini gosterirse, %
bu ¢oklugun degigim hizidir ve hemen bir diferansiyel denkleme variriz.

Bu kisimda bu tiirden bazi problemleri ele alacagiz.

A. Cogalma ve Azalma Hizlar:

Ornek 8.8. Bir radyoaktif cekirdegin bozunma hizi, verilen niimu-
nede mevcut cekirdeklerin sayisiyla orantilidir. Elimizdeki niimunede
baslangicta mevcut cekirdeklerin yarist 1500 yi1lda parcalanmistir.

(a) 4500 yil sonra baglangigtaki ¢ekirdeklerin yiizde ne kadari par-
calanmadan kalmig olacaktir?

(b) Baglangigtaki ¢ekirdeklerin yiizde onunun pargalanmadan kal-
mis olmasi icin ne kadar zaman gececektir?

Matematiksel Formulasyon. t yil sonra meveut cekirdek mik-
tarit x olsun. % cekirdeklerin parcalanma hizini gosterir. cekirdeklerin
bozunma hizi verilen niimunede mevcut ¢ekirdeklerin sayisiyla orantili
oldugundan, K orant1 katsayisi olmak iizere

dz

— =K 3.40
o = Ko (3.40)
elde ederiz. Mevcut cekirdeklerin sayisi x, pozitiftir. 2 azalmakta
oldugundan % < 0 olacaktir. Béylece (3.40)’da K < 0 olmahdir. z’in

azalmakta oldugunu vurgulamak icin £ = —K > 0 sayisini tanimlariz.
O zaman (3.40) denklemi

dz
— = —k 41
dt v (3:41)

halini alir. Baglangicta mevcut cekirdek sayisini xq ile gosterirsek
2(0) = 2o (3.42)

baslangic sartini elde ederiz. (3.41) denkleminin genel ¢6ziimiinde bu-
lunacak keyfi sabiti belirlemek icin bu basglangic sartina ihtiyacimiz ola-
caktir. (3.41) denkleminde bir de & bilinmeyen sabiti bulundugundan
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bir gseye daha ihtiyacimiz olacagi bellidir. Bu ”bagka bir sey” prob-
lemin ifadesinde bulunmaktadir. Bize baglangigta mevcut cekirdeklerin
yarisinin 1500 yilda parcalandiklar: soylenmektedir. Boylece bu kadar
yil sonra cekirdeklerin yaris1 kalmig olacaktir ve bu bize

1
z(1500) = %0 (3.43)
sartini verir.

Cozum. (3.41) diferansiyel denkleminin ayrilabilir oldugu acikca
goriilmektedir. Degigkenleri ayirir, integre eder ve sadelestirirsek

x=ce ™
elde ederiz. (3.42)’deki + = 0’da x = x, baglangi¢ sartin1 kullanirsak,
¢ = z¢ buluruz. Boylece
T = zoe F (3.44)
clde ederiz. Heniiz k’y1 belirlemedik. (3.43)’deki ¢ = 1500°de z = 1z
sartini uygularsak;
1

1
.. 1500k —k\! 1 _p_ (1T
%0 = Toe veya (e ) 500 = 5 veya et = (2) (3.45)

elde ederiz.

Bu denklemden £’y1 agik olarak bulup (3.44)'de yerine koyabili-
riz. Ancak (3.44)’de k’ya degil de e ®’ya ihtiyacimiz oldugunu goriiriiz.
Bunu da (3.45)’te zaten elde etmis bulunuyoruz. (3.45)’ten e=*’y1 ¢oziip
(3.44)’te yerine koyarsak

£ = moleH)! = 24 [(%) ﬁ]t

1 750
T =1 <2> ‘ (3.46)

elde edilir. (3.46) denklemi 7 aninda meveut radyoaktif ¢ekirdeklerin
sayisini verir. (a) sorusu bizden 4500 yil sonra ilk ¢ekirdeklerin yiizde
kaginin kalacagini sormaktadir. (3.46)’da ¢ = 4500 koyarsak,

(5) =%
=22yl = = —
2 8

ya da
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buluruz. Boylece 4500 yil sonra ilk cekirdeklerin sekizde birinin yani
viizde 12.5’unun kalacagr anlagihir. (b) sorusu ise ne zaman onda birinin
kalacagini sormaktadir. (3.46)’da x = xy/10 koyarsak,

1 1\ 13
10_(2>

t In10

1500  In2

ve boylece

yvada ¢~ 4985 yil

buluruz

B. Karisvm Problemler:

Simdi karigimlarla ilgili hiz problemleri inceleyecegiz. Bir S maddesi
bir kabdaki karisimin icine akitihir. Kab karigtirlarak karisimin diizgiin
dagilmasi saglanir. Bazen bu karisim bagka bir yere ve genellikle farkli
bir hizda akmaga baslar, bazen de akmaz. Her iki durumda da herhangi
bir # aninda, kabda mevcut S maddesi miktarint bulmak isteriz.

x, herhangi bir ¢ aninda kabda mevcut S maddesi miktarini, ‘fl—f de
2’in t'ye gore degisme hizint gostersin. ”"GIR”, S’nin karisima girme
hizint ve 7CIK” da terketme hizini gosterirse hemen

d

& _GIR-CIK (3.47)
dt

temel denklemi elde edilir ki, bundan yararlanarak ¢ anindaki z mik-

tarini bulabiliriz. Simdi iki ornek ele alacagiz:

Ornek 8.9. Bir tankta baglangicta 200 litre su bulunuyor. ¢ = 0
anindan baglayarak tanka, icinde litre bagina 80 gram tuz c¢oziinmiis
karigim, dakikada 10 litre hizla akmaga baghyor. Karigim iyice karigti-
rilmakta iken sivi, ayni cikig hizi ile tank: terketmege bashyor.
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(a) Herhangi bir ¢ aninda tankta ne kadar tuz vardir?
(b) 40. dakikanin sonunda tankta ne kadar tuz vardir?
(¢) Cok uzun zaman sonunda tankta ne kadar tuz bulunur?

Matematiksel Formulasyon. t aninda mevcut tuz miktarini
x ile gosterelim. (3.47) temel denklemini uygularsak,

CZ = GIR - CIK (3.47)

vazariz. Karisim tanka dakikada 10 litre hizla akiyor ve her litresinde
80 gram tuz bulunuyor. Boylece

GIR = (80 g/litre) x (10 I/dk) = 800 g/dk

elde ederiz. Karigimin girme hizi ile terketme hizi ayni oldugundan,
tankta her £ aninda ayni 200 litre karigim bulunur. Bu karigim i¢inde =
gram tuz bulundugundan, karigim i¢indeki tuz yogunlugu /200 g/litre
olur. Boylece dakikada 10 litre hizla tanki terkeden karigim ile birlikte

CIK = (2/200 g/litre) x (10 1/dk) = 2‘% g/dk

miktarinda tuz kaybedilir. Boylece z’i ¢ cinsinden veren diferansiyel
denklem

— =800 — — (3.48)
olur. Baglangicta tankta hi¢ tuz bulunmadigindan,
z(0)=0 (3.49)

seklinde bir baslangic sartimiz da vardir.

Cozum. (3.48) diferansiyel denklemi hem lineer ve hem de ayr-
labilirdir. Degigkenleri ayirirsak,

e _ 1y
16000 — 2 20

bunu integre eder ve sadelestirirsek

= = 16000 + ce~ 2
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elde ederiz. (3.49)'daki t = 0’da = = 0 baslangi¢ sartin1 kullanirsak
¢ = —16000 buluruz. Boylece

z = 16000(1 — e~ %) (3.50)

elde ederiz. Bu, (a)’daki soruyu cevaplar. (b)’deki soruya gelince, 40.
dakikanin sonunda ¢ = 40 olur ve (3.50)’den

£(40) = 16000(1 — ™) &~ 14400 g

bulunur. (¢) sorusu ¢ — oo igin ne kadar tuz bulunacagini soruyor.
(3.50)’de t — oo yaparsak , x — 16000 gram buluruz.

Ornek 3.10. Bir tankta baslangicta icinde 6 kg tuz ¢oziinmiis
200 litre su bulunuyor. ¢{ = 0 anindan baslayarak tanka, icinde litre
basina 250 gram tuz coziinmis karisim, dakikada 20 litre hizla girmege
bashyor. Karigim iyice karistirilmakta iken sivi, dakikada 10 litre cikisg
hizi ile s1v1 tanki terketmege bagliyor. Herhangi bir £ > 0 aninda tankta
ne kadar tuz vardir?

Matematiksel Formulasyon. t aninda mevcut tuz miktarini
z ile gosterelim. Yine (3.47) temel denklemini kullanacagiz.

dx =GIR—-CIK
dt

3.9 ornegindeki gibi yaparsak,
GIR = (250 g/litre) x (20 1/dk) = 5000 g/dk

ve bir kere daha, C' herhangi bir ¢ anindaki tuz yogunlugunu gostermek
iizere,

CIK = (C g/litre) x (10 [/dk)

olacaktir. Ne var ki bu problemde sivinin girme hiz1 ile cikma hizi ayni
olmadigindan yogunluk hesabi o kadar kolay degildir. Sivi dakikada 20
litre hizla giriyor, 10 litre hizla ¢ikiyor. Bu yiizden her dakika depoda
10 litre s1v1 birikiyor. Boylece ¢ dakika sonunda tanktaki sivi miktar:

200+ 10 x t litre
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oluyor. Boylece t. dakikadaki yogunluk

’ /litre
— itr
200 + 10t ¥
olur ki,
x
IK=——x1 i
C 200 £ 10 % 0 g/dakika
bulunur. Bunlar1 diferansiyel denklemde koyarsak
1
9T _ 500 - 0% (3.51)
dt 200 + 10¢

elde ederiz. Baslangicta tankta 6 kg tuz bulundugundan baglangic
sartimiz

x(0) = 6000 (3.52)
olur.

Cozim. (3.48) diferansiyel denklemi ayrilabilir degildir ama li-
neerdir. Bu denklemi standart bicimde yazarsak,

dz T
%4—7204—15 = 5000

olur. Bu denkleme ait bir integrasyon carpani

dt

e307t = 20 + ¢

olur ki, denklemin iki yanini bununla carpmakla

dx

20+t
(0+)dt

+ = 5000(20 + t),

d
21(20 + t)a] = 5000(20 + 1)

elde edilir. Bunu integre eder ve sadelestirirsek,
(20 + )z = 2500(20 + 1) + ¢

veya
c

7 = 2500(20 + ¢
g Q0+ + 55
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elde ederiz. (3.52)’deki ¢t = 0’da z = 6000 baglangic sartini kullanirsak,
¢ = —880000 buluruz. Boylece herhangi bir £ > 0 anindaki tuz miktar:

olarak
352
r=2500{20+¢— ——
20+ ¢

elde edilir.

ALISTIRMALAR

1. Radyoaktif cekirdeklerin parcalanma hizinin , o an verilen ntimu-
nede mevcut cekirdeklerin sayisiyla orantili oldugunu kabul ediyoruz.
Boyle bir niimunedeki cekirdeklerin ytizde onunun ilk 200 yilda bozul-
duklar1 gozlenmigtir.

(a) Niimunedeki ¢ekirdeklerin yiizde kagt 1000 y1l bozulmadan
kalr?

(b) Kag yil sonra bu niimunedeki ¢ekirdeklerin sadece dortte biri
bozulmadan kalir?

2. Bir kimyasal madde, bir kimyasal reaksiyonla baska bir kimyasal
maddeye doniismektedir. Birinci kimyasal maddenin dontisme hizinin,
herhangi bir anda bu kimyasal maddenin mevcut miktariyla orantili
oldugunu kabul ediyoruz. Birinci maddenin yiizde onunun ilk beg da-
kikada dontistugii gozlenmigtir.

(a) Yirmi dakikada birinci maddenin yiizde kag¢i dontigmiig olur?

(b) Kag dakika sonra birinci maddenin % 60’1 doniigsmiig olur?

3. Bir kimyasal reaksiyon, bir kimyasal maddeyi bir bagka bir
kimyasal maddeye doniistiirmektedir. Birinci kimyasal maddenin do-
niisme hiz1, herhangi bir anda bu kimyasal maddenin mevcut miktariyla
orantilidir. Birinci saatin sonunda bu maddeden 50 gram, iiclinci
saatin sonunda ise sadce 50 gram kalmigtir.

(a) Baglangigta birinci maddeden ka¢ gram vardi?

(b) Besinci saatin sonunda birinci maddeden kag gram kalir?

(¢) Kag saat sonra birinci maddeden sadece 2 gram kalir?

4. Bir sehrin niifusu herhangi bir anda, o andaki niifusu ile orantili
olarak artmaktadir. Niifus 40 y1l sonra iki katina ciktigina gore, kac yil
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sonra ii¢ katina ulagir?

5. Istanbulun niifusu bir ¢ aninda, o andaki niifusu ile orantili olarak
artmaktadir. Sehrin niifusu 1950 yilinda 800000, 1990’da 5.000000
olduguna gore, 2000 yilinda ne olacaktir?

6. Bir bakteri kiiltiiriindeki bakteri sayisi herhangi bir anda, o an-
daki niifusu ile orantili olarak artmaktadir.

(a) Say1 b saat sonra ii¢ katina ¢iktigima gore, 10 saat sonra ne olur?

(c) Kag saat sonra say1, baglangigtakinin on kati olur?

7. Bir tankta, baslangicta icinde 10 kg tuz ¢oziinmiis 400 litre su bu-
lunuyor. ¢ = 0 anindan baglayarak tanka, icinde litre bagina 250 gram
tuz coziinmiis karisim, dakikada 20 litre hizla girmege basliyor. Karigim
iyice karigtirilmakta iken sivi, ayni hizla tanki terketmege bashyor.

(a) 10 dakika sonra tankta ne kadar tuz bulunur?

(b) Tankta ne zaman 80 kg tuz birikir?

8. Biiyiik bir tankta, baslangicta icinde 5 kg tuz coziinmiistir
karigim bulunmaktadir. £ = 0 anindan baglayarak tanka, dakikada 20
litre hizla tatli su girmege baghyor. Karigim iyice karigtirilmakta iken
sivi, daha yavag olarak, dakikada 10 litre hizla tank: terkediyor.

(a) 15. dakikanin sonunda tankta ne kadar tuz bulunur ve bu andaki
tuz yogunlugu nedir?

(b) Tankin kapasitesi 1000 litre ise, tank tagmaga bagladigi zaman
tuz yogulugu ne kadardir?

9. Bir tankta baglangicta 400 litre su bulunuyor. # = 0 anindan
baslayarak tanka, icinde litre bagina 250 gram tuz ¢ozinmiis karigim
dakikada 20 litre hizla girmege baghyor. Karigim iyice karigtirilmakta
iken siv1, daha yavag olarak, dakikada 10 litre hizla tank: terkediyor.

(a) 20 dakika sonra tankta ne kadar tuz bulunur?

(b) Tankta ne zaman 20 kg tuz birikir?

10. Biiyiik bir tankta, baglangicta icinde 10 kg tuz ¢oztiinmis 1000
litre tuzlu su bulunmaktadir. £ = 0 anindan baslayarak tanka, dakikada
16 litre hizla, litresinde 200 gram tuz ¢ozlinmiis tuzlu su girmege bagli-
yor. Karisim iyice karistirilmakta iken sivi, daha yavas olarak, dakikada
10 litre hizla tank: terkediyor.

(a) Birinci saatin sonunda tankta ne kadar tuz bulunur?
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(b) Tankta sadece 200 litre sivi kaldig1 zaman tankta ne kadar tuz
bulunur?

11. Hacmi 200 m? olan bir odada % 0.15 oraminda karbondioksit
bulundugu anlagilmigtir. ¢ = 0 anindan baglayarak odaya, dakikada
100 m? hizla, % 0.05 oraninda karbondioksit bulunduran disari havasi
alinmaga bashyor.

(a) Ug dakika sonunda odanin havasindaki karbondioksit yiizdesi ne
olur?

(b) Oda havasindaki karbondioksit oranmmin % 0.1 olmast i¢in ne
kadar zaman gecmesi gerekir?

12. Boyutlar1 10 x 7 x 5 m olan bir odanin havasinda % 0.2 oraninda
karbondioksit bulundugu anlagilmigtir. 7 = 0 anindan baglayarak o-
daya, icinde % 0.05 oraninda karbondioksit bulunduran disari havasi
alinmaga bashiyor. 30 dakika sonunda odanin havasindaki karbon-
dioksit ytizdesinin % 0.1 olmas: icin dakikada ne kadar disari havasi
alinmalidir?

13. Newton’in soguma yasasi bir cismin, kendi sicakligi ile icinde
bulundugu ortamin sicakliklar: arasindaki farkla orantili olarak sogu-
dugunu soyler. 25° C sicakhigindaki bir cisim, 10° C sicakliginda tutu-
lan bir ortama birakiliyor. 5 dakika sonra cismin sicakliginin 20° C’a
diigtiigl goriiliiyor.

(a) 10. dakikanin sonunda cismin sicakligi ne olur?

(a) Cismin sicakligi ne zaman 15° C' olur?

14. 30° C sicakhiginda tutulan bir ortama birakilan bir cisim, 15
dakika icinde 60° C’den 50° C’ye soguyor. Bu cisim 50° C' sicakliginda
tutulan bir ortamda, 100° C”den 80° C”ye ne kadar zamanda sogur.
Newton’in soguma yasasini kullanimiz (13. problemdeki gibi).

15. Bir cisim suda; heniiz ¢oziinmemis madde miktar:t ve doymus
cozeltinin ¢; yogunlugu ile, o andaki ¢, yogunlugu arasindaki ¢; — ¢
farkinin carpimiyla orantili olan bir hizla ¢oziiniir. 50 gram su, bu
maddenin 20 grami ile doymaktadir. 50 gram su i¢ine bu maddeden
10 gram konuyor ve yarisinin 90 dakikada ¢ozuldiigi gozleniyor. 3 saat
icinde ne kadar1 ¢oziilmiis olur?

16. Dogal sartlar altinda bir adadaki fare sayisi, herhangi bir anda,
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adada kedi bulunmamasi halinde, o andaki fare sayisi ile orantili olarak
artmaktadir. 1950 y1ili bagindan, 1960 yili bagina kadar adada hi¢ kedi
bulunmamig ve bu zaman zarfinda adadaki fare sayist ikiye katlanmig
ve en yiiksek diizeyi olan 100000’e ulagmigtir. 1960 yili baginda adadaki
fare sayisinin artmasindan telaga kapilan ada halki, fareleri 6ldiirmeleri
icin adaya bir miktar kedi getirtmigtir. Bu andan itibaren farelerin
yukaridaki dogal artig hizi, ayda 1000 fare oldiiren kedilerin faaliyetleri
sonucu yavaslamaga baglamigtir. Buna gore 1961 yili baginda adada ne
kadar fare kalmig olur?

EK ALISTIRMALAR

1. Bir depoda her litresinde 1 gram tuz bulunan 100 litre tuzlu
su bulunmaktadir. Bir anda depoya dakikada 5 litre hizla tuzsuz su
gonderilmege baglaniyor. Deponun dibindeki bir delikten de ayni hizla
su bosaltiliyor. Herhangi bir t aninda tankta bulunan tuz miktarini
hesaplayimmiz. Tanktaki tuz ne zaman 75 gram olacaktir?

2. Birinci problemi tankin baslangicta tuzsuz su ile dolu olmasi
halinde ¢oziiniiz.

3. Bir depoda, icinde 500 gram tuz eritilmis 100 litre su bulun-
maktadir. Bir anda depoya dakikada 3 litre hizla, litresinde 2 gram tuz
bulunan tuzlu su gonderilmege baslaniyor. Deponun dibindeki bir delik-
ten de dakikada 2 litre hizla su bosgaltiliyor. Tankin tagsmay1 onleyecek
kadar biiylik oldugunu varsayarak, herhangi bir t aninda tankta bulu-
nan tuz miktarini hesaplayimiz. Tanktaki tuzun yogunlugu ne zaman
4 gram/litre olacaktir. 30 dakika sonra tanktaki tuz miktar: kag gram
olacaktir.

4. 1clnci problemi tanka giren ve cikan tuzlu sularin hizlarinin yer
degistirmesi halinde ¢oziiniiz. 30 dakika yerine 1 saat sonra tanktaki
tuz miktarini hesaplaymiz. Bu sartlar altinda tanktaki tuz miktari ne
zaman en fazla olur, ne kadar olur?

5. Bir depoda icinde 20 gram tuz coziillmis 200 litre tuzlu su bu-
lunmaktadir. Bir anda depoya dakikada 2 litre hizla, litresinde 2 gram
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tuz bulunan tuzlu su gonderilmege baglaniyor. Deponun dibindeki bir
delikten de ayni hizla su bosaltiliyor. t zamani sinirsiz olarak artarken,
tankta bulunan tuz miktarimin limit miktarini hesaplayimz. Tanktaki
tuz miktar: eger ulagirsa, ne zaman 200 gram olacaktir?

6. Besinci problemi, tankta baglangicta icinde 25 gram tuz ¢ozilmus
100 litre tuzlu su bulunmasi ve tanka litresinde 1 gram tuz bulunan
tuzlu su gonderilmesi halinde ¢oziiniiz.

7. Bir depoda, icinde 500 gram tuz ¢ozilmis 1000 litre tuzlu su
bulunmaktadir. Bir anda depoya dakikada 10 litre hizla tuzsuz su
gonderilmege baglaniyor. Deponun dibindeki bir delikten de ayni hizla
su bosaltiliyor. Tanktaki tuz ne zaman 50 gram olacaktir?

8. 10 000 hektometre kiip su depolama kapasitesi olan bir géldeki
su miktart 1000 hektometre kiipe kadar diigiiriildiikten sonra, goldeki
istenmeyen canlilart yoketmek icin suya 2 ton zehirli madde atiliyor.
Gole, hektometre kiipte 10~° gramdan fazla zehirli maddeye tahammiil
edemeyen yeni canlilar birakilacaktir. Cesitli kanallardan gole saatta 50
000 metrekiip tatli su gelmekte ve sulama amaclari icin saatta 40 000
metrekiip su birakilmaktadir. Zehirli kimyasal maddenin gole hemen
yayildigini ve iyice karigtigini varsayarak, gol suyunun ne zaman yeni
canlilarin yasamasina elverisli hale gelecegini hesaplayiniz.

9. Bir gole cesitli kanallardan su girmekte ve ayni miktar su goli ter-
ketmektedir. Gole giren sular uzun siire kirli geldigi icin, goldeki kirlilik
istenmeyen bir diizeye cikmigtir. Ancak ¢evreyi korumak amaciyla giren
sulardaki kirlilik giderilmistir ve artik gole temiz su gelmektedir. Goliin
su kapasitesi V km? ve giren cikan su miktart r km?/yildir. Kirliligin
golde diizgiin dagildigini varsayarak kirliligin a) temizleme igleminin
baglangicindaki diizeyinin yarisina b) onda birine diigecegi zaman uzun-
luklarini hesaplayimiz. Bu hesaplamay1 gerekli degerleri 6grenerek Van
Goli ve Egridir Goli icin tekrarlayimiz.

10. R yaricapl yarim kiire seklinde bir depo su ile dolu iken, dibinde
acilan r yaricapl bir delikten yercekimi etkisi ile bogalmaga bagliyor.
Herhangi bir t aninda depodaki su derinligini ve suyun ne kadar za-
manda tamamen bosalacagini hesaplayiniz.

11. 10. problemi deponun, basglangicta tamamen dolu bir kiire
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olmasi halinde ¢oziiniiz. Deponun yarisinin bosalmasi ne kadar siirer?
Tamaminin bogalmasi ne kadar siirer?

12. 10. problemi deponun, yari capr R, yiiksekligi h olan, ekseni
yukar1: dogru bir silindir olmasi halinde ¢oziiniiz.

13. 12. problemi, deponun bogaltma deliginin tabanindan h/2 kadar
yukarida olmasi halinde ¢oziiniiz.

14. 10. problemi, deponun y = z? paraboliiniin [0,2] arahgindaki
parcasinin y ekseni etrafinda donmesi ile elde edilmis olmast halinde
¢cOZUNiz.

15. 10. problemi deponun, yari capt R, uzunlugu h olan ekseni
yatay bir silindir olmasi halinde ¢ozlintiz. Altindaki r yaricapl delikten
ne kadar zamanda bosalir.

16. Donel yiizey seklindeki bir depo bosalirken su diizeyi sabit bir
hizla digmektedir. Bu deponun sekli hakkinda bagka ne soyleyebilirsi-
niz?

17. Sabit diigsey kesitli yatay bir yalak bosalirken su diizeyi sabit
bir hizla dusmektedir. Bu deponun diigsey kesitnin sekli hakkinda ne
sOyleyebilirsiniz?

18. Yari capt R, uzunlugu h olan dik dairesel silindir su ile doludur.
Depo genisligi, o andaki su derinligi ile orantili olarak acilan bir delikten
bosalmaktadir. Herhangi bir t aninda depodaki su derinligini ve suyun
ne kadar zamanda tamamen bogalacagini hesaplayiniz.

19. 10. problemi deponun bosaltma deliginin 18. problemdeki gibi
calismasi halinde ¢oziiniiz.

20. Kesit alam1 A m? olan dik dairesel silindir depoya Q m?®/dk
hizla su dolmaktayken, dibinde acilan @ m? alanh bir delikten yercekimi
etkisi ile bogalmaga basliyor. Baglangicta depoda i m su bulunduguna
gore, herhangi bir £ aninda depodaki su derinligini ve zaman sinirsiz
artarken suyun limit yiiksekligini hesaplayiniz.

21. Yar capt R, yiksekligi h olan dik dairesel silindir depoda,
yukaridan asagiya dogru w genisliginde dar bir yarik vardir. Baslan-
gicta dolu olan bu depo, yercekimi etkisi ile bogalmaga basghiyor. Buna
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gore herhangi bir ¢ aninda depodaki su derinligini ve suyun ne kadar
zamanda tamamen bogalacagini hesaplayiniz.

22. Belli kogullar altinda, bir katinin bir ¢oziicii icinde ¢oziinme
hizi , o anda daha c¢oziinmemis kat1 madde miktar: ve doyma yogunlu-
gu-o andaki yogunluk farki ile orantihidir. 120 gramlik ¢oziicii igine 40
gram katt madde atilmig ve 12 dakika sonra ¢ozelti yogunlugunun 1/30
oldugu gozlenmistir. Doyma yogunlugu 1/3 olduguna gore, herhangi
bir t aninda ¢oziinmiis kat1 madde miktarini hesaplayiniz.

23. 22. problemi, doyma yogunlugu 1/12 olduguna gore ¢6zliniiz.
24. 22. problemi, doyma yogunlugu 1/6 olduguna gore ¢ozliniiz.
25. 22. problemi, doyma yogunlugu 1/4 olduguna gore ¢ozliniiz.

26. 22. problemi, yogunlugun, ¢oziinenin c¢oziiciiye orani degil de,
coziinenin ¢ozeltiye orani olarak tanimlanmasi halinde ¢oziiniiz.

27. 26. problemi, doyma yogunlugu 1/7 olduguna gore ¢oziiniiz.
28. 26. problemi, doyma yogunlugu 1/4 olduguna gore ¢oziiniiz.

29. Etil asetatin su icindeki doymus cozeltisi az miktarda asit
ilavesiyle 1sitilinca

CH3COOCQH5 + HQO — CHgCOOH + CQH5OH

formiilii geregince bozunuyor. Bu kimya reaksiyonu doymus c¢ozelti
icinde gerceklegtiginden, ortamdaki su miktar: o kadar fazladir ki, etil
asetat ile birlesen kismi, toplam su miktarinda farkedilir bir degisiklik
yapmaz. Boylece reksiyona giren maddelerden sadece etil asetatin yo-
gunlugu degisiklige ugrar. Boyle sadece bir maddenin yogunlugunun
degisiklige ugradigi reksiyonlara, birinci basamaktan reaksiyon de-
nir. Boyle bir reaksiyonda bir maddenin degigsim hizi, o anda var olan
madde miktari ile orantilidir. Ortamda baglangicta var olan etil asetat
miktar: Cy ise, herhangi bir t aninda mevcut etil asetat miktarini veren
formiilii bulunuz.

30. Baz kimya reaksiyonlarinda, iki madde birlegerek iiciincii bir
madde olusturur. Bu sirada reaksiyvona giren iki maddenin de ortam-
daki varliklar: bir hayli degisir. Boyle reksiyonlara ikinci basamaktan
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reaksiyon denir. Boyle bir reaksiyonda ii¢iincii maddenin olugum hiz
, reaksiyona giren iki maddenin o anda var olan miktarlarinin ¢arpimi
ile orantilidir. Reaksiyona giren maddelerin birlegme oranlar: agirlikca
1/2 ise ve birinci maddeden 10, ikinci maddeden 20 gram alimip ka-
ristirildiktan 10 dakika sonra, 5 gram bilesik elde edilmisse, herhangi
bir t aninda mevcut bilegik miktarini veren formiili bulunuz. Olusacak
toplam bilesik miktarinin yarisinin olusmasi icin gereken zamani bu-
lunuz.

31. 30. problemi, her iki maddeden de 20 ser gram alinip karigtiril-
mast halinde ¢oziiniiz.

32. 30. problemi, birinci maddeden 10, ikinci maddeden 20 gram
alimip karistirilmasi halinde ¢oziiniiz.

33. Birinci basamak reaksiyonlarin ¢ogu tersinirdir. Sadece A mad-
desi B maddesine doniigsmekle kalmaz, B maddesi de A’'ya doniisiir.
A — B reaksiyonunun hizi ki, B — A reaksiyonunun hiz1 ky ise ve
A maddesinin baslangictaki miktart Ay , B nin basglangictaki miktar:
sifir ise, herhangi bir t aninda mevcut B maddesi miktarini bulunuz.
Reaksiyon denge konumuna ulagirken, A/B oramnin limit degeri nedir?
Hatirlatma: A’min olugsma hizinin ks — £y olduguna dikkat ediniz.

34. Baz1 reaksiyonlar otokatalitiktir. Yani reaksiyonun iiriini olan
madde, kendi olusumunda katalizorliik yapar. A maddesinin B mad-
desine doniistiigii boyle bir reaksiyonda B maddesinin olusum hizi, o
anda mevcut A ve B madde miktarlarmin AB carpimi ile orantilidir.
A maddesinin baslangictaki miktart Ag, B’nin baglangictaki miktar:
By ise, herhangi bir t aninda mevcut B maddesi miktarini bulunuz.

35. Newton Soguma Yasasi'na gore bir cismin sicakliginin de-
gisme hizi, o anda cisim ile dig ortam arasindaki sicaklik farki ile o-
rantihdir. Ik sicakligr 100°C' olan bir cisim, 20°C lik hava ortaminda
sogumaga birakiliyor. Cisim ilk 10 dakikada 60°C' ye kadar soguduguna
gore, cismin sicakligini £ zamaninin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

36. Bir cisim 20°C’lik havada sogumaga birakildiktan 10 dakika
sonra 75°C’ye, 10 dakika sonra da 50°C’ye kadar soguduguna gore,
cismin ilk sicakligini bulunuz.
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37. Fourier Is1 iletimi Yasasi’'m kullanarak, icinin sicakligi T,
dig sicakligt 77, h kalinhgindaki duvarinin 1s1 iletim katsayist £ olan
bir firmin duvarimin 1 m?’sinden, kararli hal kosullarinda kaybedilen
181y1 hesaplamak icin bir formiil yazimz. Duvar kesitindeki sicaklik
dagilimini bulunuz.

38. igi bos bir kiiresel kabugun ic¢ sicakligt T, dis sicakligr 77’de
sabit tutulmaktadir. I¢ ve dig yaricaplar: sirasiyla ro ve 71, 1s1 iletim
katsayisi £ dir. Bu kiirenin yiizeyinden birim zamanda kaybedilen 1s1y1
hesaplayimiz. Kabuk kesitindeki sicaklik dagilimint bulunuz.

39. Bir tank ve icindeki, 100 kg gelmektedir. Sistemin ortalama
151 kapasitesi 0,5 cal/kg.derece’dir. Tank i¢indeki sivi, igine daldirlan
ve dakikada 100 cal 1s1 transfer eden bir isitici ile sitilmaktadir. Sis-
tem, her tarafinda ayni oldugu kabul edilen sicakligi ile, digsaridaki hava
ortami arasindaki farkla orantili olarak 1s1 kaybetmektedir. Orant1 kat-
sayist 2 cal/dakika.derece’dir. Digaridaki havanin sicakligt 20°C"da
sabit kaldigina ve tankla muhtevasinin ilk sicakliklart 15°C olduguna
gore, tankin sicakligini zamanin fonksiyonu olarak bulunuz.

40. Ist sigasi ihmal edilebilecek kadar kiiciik, 1s1 yalitimi miitkemmel
bir tank, Ty °C’da P kg sivi bulundurmaktadir. Bu tanka a kg/dk hizla
T, °C da sivt dolduruluyor. Hizli bir kanstirma ile sicaklik her yerde
ayni hale getirildikten sonra, birim zamanda ayni miktarda sivi digari
atiliyor. Sivinin 1simma 18181 1 cal/kg.derece olduguna gore, tanktaki
sivinin sicaklhigini zamanin fonksiyonu olarak bulunuz.

Hatwrlatma  hg, Ty sicakhgindaki 1 kg sivinin tasidigr 1s1 miktar:
ise, sicakligt T°C' oldugunda, tanktaki tim sivinin tasidigt 151, H =
P(T —1Tp) + ho| olur. dt zamaninda tanktaki 1s1 miktarindaki degigme
ise dh ile hesaplanir.

41. 40. problemi, tuzlu suyun atilma mzmmn b # a kg/dakika
olmasi halinde ¢oziiniiz. Burada elde edilen ¢oziimiin, b — a icin 40.
problemin sonucuna gidecegini gosteriniz. Yol Gdsterme: Bu durumda
tanktaki 1s1 miktar:

H =[P+ (a—bt][(T —Ty) + ho]

olacaktir.
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42. Ist sigast ihmal edilebilir, 1000 kg sivi bulunduran bir tankin
sicakligr 30°C’tir. 20 dakika sonra tankta 90°C' da 2000 kg sivi olmast
istenmektedir. Bunu gerceklegtirebilmek icin 100°C ta sivi gonderil-
mekte ve iyice karigtinlmaktadir. Sivinin tanka girig ve c¢ikig hizlari ne
olmalidir?

43. 100°C' sicakliginda bir metal kiire, 181 sigasi ihmal edilebilir,
40°C' de su bulunduran bir tanka birakiliyor. Tankin 1s1 yalitimi ¢ok
iyidir ve 181 iletimi sadece kiire ile su arasindadir. 15 dakika sonra suyun
50°C ve kiirenin de 80°C' oldugu gozlenmistir. Sicaklik dagilimlarinin
diizgiin oldugunu varsayarak, kiirenin sicakligini zamanin fonksiyonu
olarak bulunuz. Kiirenin sicakligi ne zaman 75°C' olacaktir?

Hatwrlatma. Tk gozlemin aksine, suyun ve kiirenin kiitleleri ile
1sinma 1s1lart bu ig i¢in 6nemli degildir. Bu biiytkliiklerin yerine uygun
semboller kullanarak sistemdeki 1s1y1 ¢+ = 0, + = 15, £ = o0, t =
t anlarinda hesaplaymmiz. Bunlarin ayni oldugunu gordiikten sonra,
suyun sicakliginin, topun sicakliginin lineer bir fonksiyonu oldugunu
kanitlaymiz. Sonra duruma uyan bir diferansiyel denklem elde etmek
icin, Newton’'in soguma yasasini kullaniniz.

44. Icinden tabakali akisla sivi akan, dairesel silindir bir boru icin-
deki radyal hiz dagilimi

d ( dv) _ rlpo—p)

dr \"dr nl

diferansiyel denklemi ile verilmektedir. Bu borudan birim zamanda
gikacak su miktarmin Q = wa'(py — p1)/8 formiilii ile verilebilecegini
gosteriniz.

45. 44. problemdeki borunun bir kesitindeki ortalama hizin, v =
(po — p1)/8 olacagim kamitlayiniz.

46. Bazi canli topluluklari icin hem dogum ve hem de 6liilm oranlar:
o anda mevcut fertlerin sayisi ile orantihidir. Boyle bir topluluk icin
niifusu, zamanin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

47. ¢ogalmanin iki cinse baglh oldugu canli topluluklarinda, cogalma
oraninin fertlerin degil de ciftlerin sayisi ile orantili oldugunu diistinmek
daha gercekcidir. Dogum oraninin boyle ve 6lim oraninin da fertlerin
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sayist ile orantili oldugunu hesaba katarak, N niifus biiyiikliigiinii temsil
edecek bir diferansiyel denklem yaziniz ve baglangic niifusunu Ny alarak
¢oziinuz.

48. 47. problemi, 6lim oraninin sabit degil de, N niifus biiyiikli-
glintin ¢ — bN gibi lineer bir fonksiyonu olmasi halinde ¢6ziintz.

49. 47. problemi, dogum ve 6liim oranlarinin sabit degil de, NV niifus
biiyiikligiiniin lineer fonksiyonlar: olmalar: halinde ¢oziiniiz.

Baz1 durumlarda niifus artig orani, o andaki niifustan bagimsiz
sosyal hedeflerin ve deger yargilarimin degigsmesinin etkisinde kalabilir.
Oliim oranlar da tiptaki geligmelerin etkisi ile azalmig olabilir. Boyle
etkileri hesaba katmanin dogal yollarindan biri, bu oranlarin ky(t), k,(¢)
gibi zamanin fonksiyonlari olduklarini varsaymaktir. Boylece niifus
hareketini temsil eden diferansiyel denklem:

dN
— =ky(t)N — k,N
= katt)

olacaktir. Bu denklemi ky(%), k,(t) nin asagida verilen durumlart igin
¢Oziiniiz.

50. ky(t) = di — dot,  ko(t) =1 — ot

51. kq(t) = die=%t,  ky(t) = cre=?

52. ka(t) = g8m,  kolt) = 2%

d3—t2) cZ—t2

53. Radyum o anda mevcut miktari ile orantili bir hizla bozunur.
Radyumun yarilanma omrii yani yarisinin bozunmasi i¢in gecen za-
man 1590 yil ise, t yil sonra hala mevcut olacak radyum miktarini
verecek bir formiil bulunuz. Baglangictaki miktarin i’ﬁnﬁn bozunmast
icin ne kadar zaman gereklidir? Birinci, ii¢ciinci ve onuncu asirlarin
sonlarinda, baglangictaki miktar hangi oranda bozunmus olacaktir?

54. 53. problemi yarilanma émri 50 yil olan pliittonyum icin ¢oz.

55. Bitki ve hayvanlara ait canli dokular, daha c¢ok havadaki kar-
bondioksitten alinmig karbon bulundururlar. Bu karbonun ¢ogu, kararh
C'? izotopudur. Kiiciik fakat sabit bir oram da kararsiz, radyoaktif
C" tiir. Canh organizmalarin bu iki cins karbon arasinda belirli bir ter-
cihi yoktur ve C''*/C'2 orani hemen her tiir doku iginde sabittir. Doku
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oliince biutiin canhlk faaliyetleri kuskusuz durur. Artik dokuya iki
tiirden de karbon girisi yoktur. Doku i¢indeki C''2 miktar: ayn1 kaldig
halde C'*, her an var olan miktar: ile orantili bir hizla, yarilanma 6émrii
5500 yil olacak sekilde azalir.

(a) Herhangi bir anda 6li bir doku i¢inde meveut C'*'nin kimyasal
analizler sonucu saptanmig miktarindan ve sabit olan C''*/C'2 oranin-
dan yararlanilarak, bu doku icinde 6liim aninda meveut C'* miktar,
zo olarak hesaplanmig olsun. z de Oliimten t yil sonra bugiin, doku
icinde mevceut C'* miktar: olsun. 2’i #+'nin bir fonksiyonu olarak ifade
ediniz.

(b) Fransa'da duvarlari tarih 6ncesi hayvanlarmin hayret uyandi-
rict resimleri ile siislii Lascaux Magarasi'nda, baglangictaki miktarinin
%18 i kadar C** bulunduran bir odun kémiirii par¢asina rastlanmistir.
Insanlarin bu atesi ne zaman yakmis olduklarini hesaplayiniz.

(c) Istanbul bogazimm olusmasina neden olan tektonik ¢okiintii si-
rasinda yer altinda kalan agaclardan olusan Sile linyit kémiiri yatak-
larindan alinan orneklerde, normalde bulunmasi gereken miktarin sa-
dece %44.5’1 kadar C'*’e rastlandigina gore bu tektonik hadisenin ne
zaman vuku buldugunu hesaplayiniz.

56. Lambert Absorblama Yasasi’na gore, saydam bir ortamdan
gecerken, 1ginlarina dik, ince bir saydam madde tabakasinin yuttugu igik
miktari, tabaka ylizeyine diigen miktar ve tabaka kalinligi ile orantili-
dir. Bermuda aciklarindaki su alt1 incelemeleri sirasinda Beebe, 15 met-
re derinlikteki aydinlanmanin, yani birim alana diigen 11k miktarinin
1 mum oldugunu ve 45 metre derinlikte bunun 0.2 muma distiigini
bulmustur. Bu durumda aydinlanmayi derinlige bagli bir fonksiyon
olarak ifade ediniz.

57. (a) Yeryiiziinden h m kadar yiiksekte hava basinct p % , Ve
hava yogunlugu p % olduguna gore % + p = 0 oldugunu gosteriniz.
(b) Eger deniz seviyesinde hava basmci 1033 g/cm? ise ve 6000
metre yiikseklikte bu degerinin yarisina digiiyorsa, herhangi bir yiik-
seklikteki hava basincini verecek formiilii, p basincinin p yogunlugu ile
orantili oldugunu soyleyen essicaklik kosulunu kullanarak bulunuz. Bu

varsayim altinda atmosfer kalinligini hesaplayimniz.
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(c) Eg sicaklik kosulu altinda hangi yiikseklikte basing, deniz se-
viyesindekinin 1/4’i degerindedir.

(d) (b) sikkin1 adyabatiklik kosulu olan p’nin p** olmasi halinde
¢cOZUNiz.

58. Su genellikle sikismaz bir sivi olarak alindigi halde, oyle degildir.
p basmnci altinda 1 f#* suyun agirhg: vaklasik olarak w(1 + kp) paund-
dur. Bu birimlere gére W = 64 ve k = 2 x 107® olmaktadir. Bu
bilgiyi kullanarak okyanusun y derinligindeki basinct bulunuz. 6 km
derinliginde hesaplanan basing, suyun sikigmaz oldugu varsayilarak he-
saplanan basinctan hangi oranda farklidir?

59. Hicbirinin sonucu mudinin yararina olmadigi halde, bankalar
genellikle tasarruflara, alt1 aylhik, ii¢c aylik ve hatta giinlik esasa gore
bilegik faiz tahakkuk ettirirler. Yillik faiz fiat1 f ise ve At kadar za-
manda bilesik olarak tahakkuk ettiriliyorsa, baslangic miktar1 Fy olan
bir kapitalin bu At kadarhk siirede Py[l + (f/100)A¢] degerine ar-
tacagini gosteriniz. Bunu kullanarak bilesik faizin siirekli hesaplanmasi
limitinde, P kapitalinin saglayacagi diferansiyel denklemi elde ediniz.
Bu denklemi ¢ozerek P’yi ¢’nin bir fonksiyonu olarak elde ediniz.

60. Bes yil once bir ailenin 9 milyon lira borcu vardi. Bugiin ise
100 milyon lira borclular. Borg¢luluklarinin borclariyla orantili olarak
arttigini varsayarak, 5 yil sonra ne kadar borglari olacagini hesaplayiniz.

61. Bir naftalin topu, o andaki yiizeyi ile orantili olarak buharlas-
maktadir. Kiitlesinin yarisini ilk 100 giinde kaybettigine gore, yarica-
pinin baglangictakinin yarisina diigmesi i¢in ka¢ giin gecmelidir? Bu
naftalin parcast ne zaman kaybolur?

62. Buharlagict bir madde, agiz1 sikica kapatilmig bir kaba konunca,
cismin alani ile orantili bir hizla buharlagir ve buharlagsmig kisimla
orantili olarak geri doner. Boyle bir madde kapalt bir kutunun dibine
kalinliginda yayilmissa, herhangi bir ¢ anindaki kalinligint hesaplayiniz.
Hangi kosullar altinda (eger boyle kogullar varsa) bu madde tamamen
buharlagir?

63. Buharlagici kiire seklinde bir madde, aniden agizi sikica ka-
patilmig bir kaba konuyor. 62. problemdeki kurallarin gecerli oldugunu
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varsayarak, kiirenin ¢ anindaki yaricapini veren diferansiyel denklemi
kurunuz.

64. Birim kiitleli bir cisim z ekseni boyunca, hareketine kargi di-
renen bir ortamda ilerlemektedir ve ortamin direnci, cismin hizi ile
orantilidir. Cisim xy noktasindan vy hizi ile harekete baglamisgsa, par-
cacigin limit konumunu bulunuz. Direng kuvveti olarak £ > 0 olmak
lizere —kv aliniz.

65. 100 kg agirhginda bir kizak, 10 kg degerinde bir kuvvetle riizgara
karsi itilecektir. Siirtiinme ve riizgar kuvvetinin bilegkesinin buyiikligi,
kizagin m/sn cinsinden hizinin iki kati kadar kg'dir. (a) Baglangic hizt
v m/sn ise, kizagin hizint bulunuz, (b) Kizak durmakta iken harekete
baglarsa, 1 sn sonunda ne kadar yol almig olur?

66. Kosumlar koptugu anda, bir at arabast 5 m/sn hizla gitmek-
teydi. Bu andan itibaren, ani hizinin karekokii ile orantili olarak ya-
vaglamaktadir. Kosumlar koptuktan 2 dk sonra arabamin hiz1 3 m/sn
olduguna gore, durmadan once ne kadar yol almig olacaktir?

67. Kaygan olmayan silindire sarilmig halatin bir ucundaki kiiciik
bir kuvvetin, oteki uctaki cok daha biiyiik kuvvetleri dengeleyebildigi
glinliik tecriibelerimizle sabittir. Sayisal olarak, halatin silindire temas
eden kisminda birim boy bagina gerilme degigimi, gerilme ile orantilidir
ve orant1 katsayisi, halat ile silindir arasindaki sdrtinme katsayisi/silin-
dirin yarigcapy'dir. Strtiinme katsayisinin 0.35 oldugunu ve halatin 30
cm caph bir iskele babasina sarildigini varsayarak ¢imacinin, kuvvetinin
200 kat1 cekme uygulayan vapuru zaptedebilmesi icin, ipi babaya kac
defa dolamasi gerektigini bulunuz.

68. Hizla donmekte olan bir volan motorun durmasi halinde, volanin
w ani acisal hizi ile orantili bir siirtiinme torku ile yavaglar. Volanin
eylemsizlik momenti I ve baglangictaki acisal hizi wy ise, herhangi bir
andaki acisal hizimt zamanin fonksiyonu olarak bulunuz. Durmasi icin
ne kadar zaman gececektir? Hatirlatma: Hareketin diferansiyel denk-
lemini bulmak icin Newton Yasasi’nin torsiyonel hali olan:
tork=eylemsizlik momenti X agisal ivme ifadesini kullaniniz.

69. Volani yavaslatan siirtiinme torku aslhinda her hizda acgisal hizin
birinci kuvveti ile orantili degildir. 68. problemden daha gercekci bir
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ornek olmak iizere, eylemsizlik momenti I = 7,5 kgm/sn? olan bir
volanin 1000 rad/dak ik bir agisal hizdan itibaren durduruldugunu
varsayalim. Yavasglatici tork:

- Yo kg m, 0 <w <100 rad/dak
L (7.5425) kgm, 100 <w < 1000 rad/dak
olduguna gore, w’y1t zamanin bir fonksiyonu olarak bulunuz. Volanin
ne kadar zamanda duracagini hesaplayiniz.

70. Yeryiiziinden 600 metre yiksekte, diigey olarak 5 m/sn hizla
yiikselmekte olan bir balondan bir tag digiirtiliyor. Tagin diigmesi
aninda balonun yerini koordinat merkezi alarak ve hava siirtiinmesini
ihmal ederek, tasin hareket denklemini yazimiz. Tas en fazla ne kadar
yiksege cikar? Yere ne zaman ve hangi hizla carpar?

71. w agirhginda bir cisim yercekiminin ve hizi ile orantili oldugu
varsayilan hava direncinin etkisi altinda serbest diigmektedir. Diisme-
nin hizin1 ve alinan yolu # zamaninin fonksiyonlari olarak ifade ediniz.
Hava direncinin sifira gitmesi halinde bunlarin ideal;

L
v=gt, s$= §gt

degerlerine gidecegini gosteriniz.

72. Bir cisim yerytiziinden yukart dogru 20 m/sn hizla firlatilmigtir.
Hava direncinin, hizin birinci kuvveti ile orantili oldugunu varsayiniz.
Orant1 katsayisi cisim serbest olarak diistiigiinde limit hiz1 v, = 90
m/sn olacak sekildedir. Cisim ne kadar yiikselebilir? Yere ne zaman ve
hangi hizla diiger?

73. T1. problemi, hava direncinin diisme hizinin karesi ile orantili
olmasi halinde coziiniz.

74. w agirliginda bir cisim, yercekiminin ve hizinin n. ci kuvveti ile
orantili oldugu varsayilan hava direncinin etkisi altinda, serbest diig-
mektedir. Diigmenin hzinin vo = (w/k)Y/™ limit degerine gidecegini
gosteriniz. Burada k, hava direncindeki oranti katsayisidir. Ayrica
cismin limit hizimin yarisina ulasmasi icin gerekli 7 zamaninin 7 =
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oﬂ’?’" formiilii ile verilebilecegini gbsteriniz. « sabitini

111
n= _7_7_71727374—
43 2
icin hesaplayiniz.

75. Kiitlesi m olan bir cisim x ekseni boyunca, orijine dogru yo-
nelmis, ve buyiikligi cismin merkeze uzakligi ile orantili bir kuvvetin
etkisi altinda hareket ediyor. Cisim z = 2y noktasinda durmakta iken
harekete basladigina gore, hareketin hizin1 ve alinan yolu, ¢ zamaninin
fonksiyonlar: olarak ifade ediniz.

76. 75. problemi, (a) cisim harekete orijinden ve v = vy ilk hiz1 ile
baglamasi (b) cisim harekete x = xy dan ve v = vy hz1 ile baglamast
halinde coziiniiz.

77. 75. problemi, cisime etkiyven kuvvet orijine dogru degil de ori-
jinden digar1 dogru yoneldigine gore ¢oziiniz.

78. 75. problemi (a) cisime etkiyen kuvvetin orijine dogru yonelmis,
fakat cismin orijine uzakhgnin karesi ile ters orantili olmast , (b) kuv-
vetin orijinden disari dogru yonelmis, cismin orijine uzakliginin karesi
ile ters orantili olmasi halinde c¢oziiniiz.

79. Bir cisim o kadar ylksekten dismektedir ki, yercekim kuvve-
tinin yer merkezine uzakligin karesi ile ters orantili oldugu gercegi ih-
mal edilememektedir. Hava direncinin ihmal edilmesi ideal halinde,
hareketin hizin1 ve alinan yolu, ¢ zamaninin fonksiyonlar: olarak ifade
ediniz.

80. 79. problemin kogullar: altinda bir cismin yukar1 dogru, bir daha
diinyaya donmemek iizere atilabilecegi en diisiik hizi hesaplayiniz.

81. m kiitleli, r yaricapli bir silindir, v egimli bir yoldan asagi dog-
ru kaymadan yuvarlanmaktadir. Strtiinmeyi ihmal ederek, silindirin
yuvarlanma mesafesini zamanin fonksiyonu olarak hesaplayimmz. Ha-
tirlatma: once siirtiinme olmadigindan, enerjinin korunumu yasasina
gore, yuvarlanma sirasinda silindirin kinetik ve potansiyel enerjilerinin
toplaminin sabit kalacagini hatirlayiniz. Sonra da silindirin kinetik
enerjisinin iki kisimdan olusacagina dikkat ediniz: silindirin ilerlemesine
ait kinetik enerji ve yuvarlanmasina ait kinetik enerji.
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82. 81. problemi m kiitleli, r yaricapli yuvarlanan bir silindir icin
¢oziinuz.

83. Sigas1 C olan bir kondansator, bir R direnci lizerinden, F sabit
voltaji saglayan bir pil ile doldurulmakta iken, kondansator tizerindeki
ani Q yiki

d
R 9 _p
dt C
diferansiyel denklemini saglamaktadir. Basglangicta kondansator iize-
rinde yik bulunmadigina gore, ()’yu zamanin fonksiyonu olarak he-
saplayiniz. Kondansator tuzerindeki yiikiin, nihai degerinin yarisina
ulagmasi icin ne kadar zaman gecmesi gerekir?

84. 83. problemi, devrenin pil yerine Fjsinwt formiiliine uygun
alternatif elektromotor kuvveti saglayan bir jenerator ile beslenmesi
halinde coziiniiz.

85. Baglangicta yiikli olan bir kondansatoriin bir direng iizerinden
nasil bosalacagini belirleyiniz. Yani 83. problemi, devreyi besleyen
hichir kaynak olmamasi ve kondansatoriin baglangicta bir Qg # 0 yiki
tagimasi halinde ¢oziiniiz.

86. R direnci, bir L indiktansi ve sabit F voltaji saglayan bir pil

bulunduran elektrik devresinde anahtar kapatilinca,

di

L—+Ri=F

dt
diferansiyel denklemine uygun olarak bir akim olusur. ¢ akimini za-
manin bir fonksiyonu olarak bulunuz. 7’nin, nihal degerinin yarisina
ulagmasi i¢in ne kadar zaman ge¢melidir? lim,_, ., i(¢) yi hesaplaymiz.
io = £ olduguna gore i(¢)’yi bulunuz.

87. 86. problemi devrenin pil yerine, Fjcoswt formiiliine uygun
alternatif elektromotor kuvveti saglayan bir jenerator ile beslenmesi ve
79 = 0 olmasi halinde ¢oziiniiz.

88. iiniversite birinci sinif matematiginde bir egrinin egrilik yaricap:

R=[1+)"/1y
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formiilii ile verilmektedir. R sabit olduguna gore bu denklemi ¢oziintiz
ve ¢Ozlim egrilerinin xy— duzleminde bir cember ailesi oldugunu goste-
riniz.

89. 88. problemi, R(z) = secz ve = 0’da egrilerin egimlerinin
sifir olmasi halinde ¢oziintz.

90. Diizgin yayili agirhigr birim uzunluk bagima w olan tam esnek
bir kablo, ayni yiikseklikte iki noktaya asildiginda nasil bir sekil alir?
Hatirlatma: Kablonun Sekil 3.6. da goriildiigli gibi bir parcasini ele
alin ve H, kablonun en alcak noktasindaki yatay gerilmesi, T genel
bir P noktasindaki gerilme, s de A ile P noktalar1 arasindaki kablo
parcasinin uzunlugu olduguna gore

T'sinf = ws, Tcosd =H
oldugunu goriin. Buradan da

tan g — o — S dy'  wds
‘a,n pu— = —_—— — T ——
YTH dr  Hdx

elde edin. Meshur yay uzunlugu formiiliiyle ds/dz, 3/ cinsinden bu-
lunduktan sonra, hiperbolik fonksiyonlar kullanilarak 3’ ve y yi verecek
integraller hesaplanir.

Sekil 3.6.

91. 90. problemi, kablo agirhginin diizgiin olmayip, dizgiin dagil
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bir yatay yik tasimasi halinde ¢bziiniiz. (Bu, yaklagik olarak asma
kopriilerdeki durumdur.)

92. Oyle bir egri bulunuz ki, merkezden gelen 1ginlar, bu egri
seklinde cilalanmig aynadan = eksenine parelel olarak yansisin. Ha-
tirlatma: Sekil 3.7.'ye bakiniz. t istene egriye genel P(z,y) noktasinda
tegetse, 1,2 ve 3 numaralt acilarin olgiileri ayni,mesela o’dir. Simdi dig
ac1 teoreminden v = § — « olur ki tan @ = tan( — «) olur ki tana =
y', tanf = y/z oldugunu disiiniirsek tanjant agihm formiiliinden
y = 2zy’ + y(y')? diferansiyel denklemini elde ederiz. Buradan 3’ yii
ceker ve bir integrasyon carpani kullanmirsak, bu denklemi cozebiliriz.
Ya da iki yan1 y? ile carpar ve %? = w tammi vaparsak bir Clairaut
denklemi elde ederiz.

Sekil 3.7.

93. r yaricapl, diigey silindirik bir depoda A derinliginde s1v1 vardar.
Depo, ekseni etrafinda w acgisal hizi ile dondiirtilmektedir. Silindirin,
suyun sacilmasini onleyecek kadar derin oldugunu varsayarak, sivinin
serbest yiizeyinin, silindir ekseninden gecen bir diizlemle arakesiti olan
egrinin denklemini bulunuz. Hatirlatma: Denge halindeki sivi yi-
zeyindeki bir sivi zerresini yerinde tutan normal kuvvetin, zerrenin
w agirligindan ibaret olan diisey kuvvetle, radyal olarak iceri dogru
yonelmis wrw?/g merkezcil kuvvete ayrilabilecegine dikkat ediniz. Bu-
rada x zerrenin donme eksenine uzaklhigidir.
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94. 93. problemde, kesit egrisini silindirin dibine degdirecek w aci-
sal hizin1 hesaplayiniz.

95. W kg agirhginda bir cisim, donel yuzeyli bir siitunla destek-
lenecektir. Siitunun dm?’iiniin agirhigi p ve iist tabanmin yaricap: ro dm
ise, sutunun her kesitinde birim alana diigen yiikiin ayni olmasi icin,
yaricapinin siitun boyunca degigimini bulunuz.

96. 95. problemi, siitunun i¢inin bog ve et kalinliginin A dm olmasi
halinde ¢oziiniiz.

97. Bir agirliga, y ekseni iizerinde, orijinden [ kadar uzakta iken,

[ uzunlugunda uzamasiz bir zincir baglanmistir. Zincirin oteki serbest

ucu merkezdedir. Zincirin bu ucu z-ekseni iizerinde yavasca hareket

ettiriliyor. Zincirle cekilirken agirhgin xy—diizleminde cizdigi egriyi

bulunuz. Hatirlatma: Zincirin dogrultusu daima egriye teget olacaktir.

Boylece, P(x,y) cismin bulundugu yer ve s cismin o ana kadar aldig
dy

yolun uzunlugu ise, ¥ = —¥% olacaktir. Bu Onemli egriye traktriks:

cekme egrisi denir.

98. Bir sahil muhafaza botu yogun sis i¢inde bir kagcakcr motorunu
ariyor. Sis aniden kalkiyor ve motorun d mil uzakta oldugu tespit
ediliyor. Derken sis yeniden yogunlasiyor ve motor yeniden goriinmez
oluyor. Ancak motorun kacmak istedigi taktirde v; sabit hiziyla bilin-
meyen bir dogrultuda fakat dogrusal bir rota izleyecegi biliniyor. Sahil
muhafazanin hiz1 v5(> v1) olduguna gore, kacakglar: yakalamak igin
nasil bir rota izlemelidir?

Hatirlatma: Kagakcinin gorildiigii noktayt koordinat merkezi olarak
seciniz ve sahil muhafazanin siirekli olarak, orijine uzakhigi v, olan bir
spiral cizmesi halinde kacakct motoruyla muhakkak karsilagacagini go-
riiniiz. Kuskusuz sahil muhafaza spiral ¢izmege baglamadan once, %
kacakct motoru goriildiikten sonra gecen zaman olmak iizere, orijinden
vt kadar uzaga gitmelidir. Bu hatirlatmalardan yararlanabilmek icin,
sahil muhafazanin konumu,

x=r(t)cosb(t), y=r(t)sind(t)

kutupsal koordinat fonksiyonlariyla izlenmelidir.
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99. Bir kig sabahi kar yagmaga baglar ve ayni hizla biitiin giin
devam eder. Ogleyin, bicak genisligi w m olan ve saatte ¢ m3 kar
kiireyebilen bir kar miicadele araci caligsmaga baslar. Saat 13.00’da 3
km ilerlemis olur ve 14.00’a kadar 1,5 km daha gider. Kar ne zaman
yvagmaga baglamistir? Hatirlatma: tg kar yagmaga basladiktan sonra
ogleye kadar gecen zaman ise ve ¢ de ogleden sonraki saatleri sayiyorsa,
s m/saat karin sabit yagma hiz1, z(¢) kar derinligi, y(¢) metre cinsinden
aracin aldigi yol ise,

y = s(to + 1), wydr = cdt
olacaktir.

100. V insan viicudundaki sivi miktari, () da bu sivi i¢inde diizgiin
dagilmig gliikoz yogunlugu olsun. Viicuttaki dokularin bu glikozu,
mevcut glilkoz yogunlugu ile orantili olarak emdigi bilinmektedir. Gli-
koz diizeyi ¢ok diiglik oldugu zaman (hastalik hallerinin bir¢ogunda
durum béyledir), damarlardan glitkoz zerketmek gerekir. Bir hastanin
damarindan dakikada A4 mg glikoz verildigini ve bu iglemin viicut
sivisinda onemli bir artig meydana getirmedigini varsayalim. ¢y iglem
baslangicindaki gliikoz yogunlugu olduguna gore, herhangi bir # aninda
viicut sivist i¢inde bulunan gliikozun yogunlugunu, zamanin fonksiyonu
olarak bulunuz.

101. V hacminde s1vi dolu bir hiicrenin, yogunlugu ¢ olan bir ¢ozelti
icine tamamen batirildigini diisiinelim. Cozelti hiicre icine Fick ya-
sas1 geregince niifuz eder: Bir ¢ozeltinin ince bir zardan bu zara dik
dogrultuda nifuz hizn, zarmn alane ve ¢ozeltideki maddenin iki ortam-
daki yogunluklary fark: ile orantiladir. c’'nin sabit kaldigini varsayarak,
cozeltideki maddenin niifuzunun, y bu diizgin dagili maddenin hiicre
icindeki yogunlugu, £ da gecirgenlik katsayisi olmak iizere

dy A

2 k(e —

at =~ Fylev)
diferansiyel denklemine gore olacagini gosteriniz. Maddenin hiicre icin-
deki baglangic yogunlugunun (< ¢) oldugunu varsayarak bu diferan-
sivel denklemi coziiniiz.
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102. 101. problemde dig ortamdaki ¢ozelti icindeki madde yogun-
lugu 0.05, hiicre icindeki yogunlugu 0.01 ise ve 10 dakika sonra 0.02’ye
cikiyorsa, hiicre ici yogunlugun 0.03 ve 0.04 olmasi icin ne kadar zaman
gereklidir?

103. Difiizyon modelinde, ayn1 A4 alanli sinir1 paylasan, birbirinin
ayni V hacimli iki bolme bulunur. Tki bolme arasidaki sinir, gecirgen bir
zardir. Bolmelerin geri kalan sinirlari ise gecirgen degildir. Baglangicta
boélmelere, ayn1 maddenin farkli yogunluklardaki ¢ozeltileri konur. Yo-
gunluklar baslangicta xg, % ve £ aninda z,y olsunlar. Fick yasasini
kullanarak iki bolme arasindaki diflizyon isleminin:

dz A
o = — =k—= —2
Ty =20+, — V(x0+yo )
denklemlerine gore olacagini gosteriniz. Bu denklemleri ¢oziiniiz ve her

iki bolmedeki yogunluklar: zamanin fonksiyonu olarak bulunuz.

104. 103. problemdeki baglangic yogunluklari xqg = 0, 7o = 0.10 ol-
duguna ve 20 dakika sonra 0.02 ve 0.08 olarak olciildiiklerine gore, bu
degerlerin 0.04 ve 0.06 diizeyine ulagmasi icin ne kadar zaman gecmeli-
dir?

105. 103. problemdeki bolmeler 20 cm boyunda, 4 cm yaricapl es
silindirler ise, ve birbirlerine dairesel yiizlerinden biri ile deyiyorlarsa,
x9 = 03,90 = 0.12 ve 30 dakika sonra 0.05 ve 0.10 olarak gozlenmis-
lerse, k gecirgenlik katsayisinin degeri nedir?

106. 103. problemi, daha yogun olan ¢ozeltiyi bulunduran bolme
digerinin hacimce ¢ kati olmasi halinde ¢oziintz.

107. Kamuig sekerinin inversiyonu sirasinda ham seker hidroliz ile bir
dekstroz ve leviloz karigimina dontsiir. Dontigiim hizi hentiz doniisme-
mig ham geker miktar1 ile orantilidir. 1000 kg ham gseker 10 saat sonra
800 kg’a inmigse, 24 saat doldugu anda ne kadar ham seker kalacaktir?

108. Young elastiklik modiilii E olan, her tarafindaki yapisi ay-
n1, [ uzunlugunda bir cubugun ekseni, z-ekseni boyuncadir ve cubugun
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her kesitinin sentroidi, bu eksen tizerinde bulunmaktadir. Cubugun
x=0 daki ucu hareket etmeyecek sekilde duvara saplanmigtir. x=I ucun-
daki kesite boyuna etkiyen F' kuvveti diizgiin dagilmigtir. C' ¢cubugun,
F kuvveti etkimezden once, sabit ucundan x kadar uzaktaki kesiti ol-
sun (Sekil 3.8.). F kuvveti uygulaninca C, z dogrultusunda u(z) kadar
verdegistirmektedir. (a) u(x)i, C'nin A(z) alani cinsinden hesaplayi-
niz.

[ =10 i¢in u(10)’u, C kesiti

(b) bir kenar1 1 — /20 olan bir kare,

(c) yanrcapt 1 — /20 olan bir ¢cember olmasi halinde hesaplayiniz.

Hatirlatma: Tanim geregince gerilme birim alan bagina kuvvet,
sekil degistirme de birim boy bagina uzamadir. E=gerilme/sekil
degigtirme dir.

Sekil 3.8.

KUNMASI TAVSIYE EDILEN KITAPLAR.

Agnew (1) Rainville (45)
Kaplan (30) Spiegel (50)



Bolum 4

Tki ve Daha Yiiksek Basamak
Denklemler

Adi diferansiyel denklemler konusu, biiytik teorik ve uygulama onemi
olan bir konudur. Teorik bakimdan konu, sadelik ve giizellik anitidir.
Uygulama bakimindan, lineer diferansiyel denklemler fen bilimleri ve
miithendisligin bir ¢ok uygulamasinda kendilerini gosterirler. Bereket
versin bu sekilde ortaya cikan diferansiyel denklemlerin cogu, lineer
sabit katsayili denen 0zel bir tiirdendir. Bu tiir denklemler icin dog-
rudan ¢oziim yontemleri mevcuttur. Bu bolimin amaci boyle yon-
temlerden bazilarini incelemektir. Ancak once, boliimiin bagindan so-
nuna kadar bize lazim olacak temel teoremleri incelememiz gerekiyor.
ispatlarlm 11. Boliim’e birakarak, bu 6nemli teoremlerin ifadelerini ve
uygulaniglarini vermekle ige basgliyoruz.

4.1 Lineer Denklemlerin Temel Teorisi

A.  Tanwm ve Temel Varlik Teorems.
TANIM. n. basamaktan lineer diferansiyel denklem’ler, ag % 0
olmak iizere

d™y d"ly dy B
ao(x)w + al(x)m +... an_l(x)% +an(x)y =0b(z), (4.1)

167
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seklinde denklemlerdir.

ag, a1, ...,0, fonksiyonlarmmin bir ¢ < z < b araliginda stirekli
fonksiyonlar ve ag(z) # 0, Va € [a,b] oldugunu kabul edecegiz. Denk-
lemin sag yanina homojen olmayan terim denir. b(x) = 0 ise denklem,

ar dn—l
ao () T+ @ () T

haline gelir ve buna homojen denklem denir.

d
+. ..an_l(x)ﬁ +an(z)y =0

Ornek 4.1.
d*y dy | 5 _ o
@ + 31‘% +zry=e
ikinci basamaktan lineer bir diferansiyel denklemdir.
Ornek 4.2.
dy Py, Ay .
ﬁ+x%+3x W—&y:smx

ticincl basamaktan lineer bir diferansiyel denklemdir.

Simdi n. basamaktan lineer diferansiyel denklemlere ait basglangic
deger problemlerine iligskin temel varlik teoremini ifade edelim:

TEOREM 4.1.

Hipotez 1. ag #Z 0 olmak iizere

d” A"ty dy
ao(x)w + al(x)m + ... an_l(x)% + a,(z)y = b(z), (4.1)
denklemini gozoniine alahm. Burada ag,aq,...,a, fonksiyonlari, bir

a < x < b araliginda siirekli gercel fonksiyonlar ve ag(z) # 0, Vz €
[a, b] olmaktadr.

2. zo noktasi a < x < b araliginin herhangi bir noktasi ve ¢y, ¢y, . . .,
¢n—1’ler de n tane keyfi sabit olsun.

Hiikim. (4.1) diferansiyel denkleminin

fzo) = co, f'(x0) =1, -, fm_l)(%) =Cp1
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olacak sekilde bir tek f ¢oziimi vardir.

(4.1)’deki gibi n. basamaktan, katsayilart ve homojen olmayan te-
rimi « ekseninin belli bir aralhig tizerinde, Teorem 4.1’in 1. hipotezinde
bahsedilen siireklilik 6zelliklerini gosteren lineer bir diferansiyel denk-
lem incelemekte oldugumuzu varsayalim. O zaman bu aralikta herhangi
bir zy noktast ve herhangi n tane cg, c1, ..., c,_1 gercel sayisi veril-
diginde bu teorem bize diferansiyel denklemin, x = zy noktasinda cy’a
esit olan, £ = 1,2,...,n — 1 sayilarinin herbiri icin de k. tiirevleri
¢, degerlerini alan bir tek ¢ozim’i bulunacagini garanti etmektedir.
Yine bu teorem, bu tek ¢oziimiin, yukarida bahsedilen arahigin her x
noktasinda tanimli olacagini da soylemektedir.

Ornek 4.3
gc—g-f-?)x;l—z—f—x?’y:ex
y(1) =2
y'(1) = =5

baslangic deger problemini ele alalim.

Bu ikinci basamak diferansiyel denklemin e homojen olmayan te-
rimi gibi, 1, 3z, 2% katsayilari da —0o < 2 < +oo araliginin her x
noktast icin siirekli fonksiyonlardir. Burada x, noktasi, bu aralikta
bulundugu belli olan x = 1 noktasi; ¢y, ¢; gercel sayilart da, sirasiyla
2, —5'tir. Boylece Teorem 1.1 bize, verilen problemin ¢oztiimiiniin tek ve
—00 < T < +00 araliginin her z noktasinda tanimli oldugunu soyliiyor.

Ornek 4.4.

28 4 528y +32?% — 5y =sinz

dx3 dx?
y(4) =3
y'(4) =5
y'(4) = —3

baslangic deger problemini ele alalim.

Buradaki problemimiz iiclincii basamaktandir. sinz homojen ol-
mayan terimi gibi; 2, z, 322, — 5 katsayilari da —o0 < 7 < 400
araliginin her z noktasi icin siirekli fonksiyonlardir. Bu problemde x
noktasi, bu aralikta bulundugu belli olan z = 4 noktasi; cg, ¢1, ¢o gercel
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sayilar1 da sirasiyla 3, 5, — %’dir. Boylece Teorem 1.1 bize, verilen prob-

lemin ¢oziimiiniin tek ve —oo < x < 400 araliginin her z noktasinda
tanimli oldugunu soyler.

Teorem 4.1%in yararli bir sonucu sudur:

SONUC TEOREM.
Hipotez 1.  f fonksiyonu

d”y dn—ly dy
ao(x)% + al(x)m +.. .an_l(x)% + ay(x)y =0 (4.2)
homojen denkleminin; x, noktasi, ag,a1,...,a, fonksiyonlarinin hep-

sinin de siirekli ve a¢(z) # 0 oldugu bir ¢ < z < b araliginda bulunmak
iizere,

f(ZE(]) = O, f,(.%'o) = O, ceey f(n_l) (ZL’()) =0
olacak gekilde bir ¢ozliimii olsun.

Hikiim. a < x < b arah@mdaki her z i¢in f(z) = 0 olur.

(4.2)’deki gibi n. basamaktan, katsayilari z ekseninin belli bir
aralig1 izerinde siirekli, homojen bir lineer bir diferansiyel denklem in-
celemekte oldugumuzu varsayalim. Ayrica bu denklemin, kendisi ve
n — 1’inciye kadar biitiin tiirevleri bu araligin bir xy noktasinda sifir
degerini alan, bir f ¢oziimiintiin bulundugunu kabul edelim. Sonug teo-
rem bize bu ¢oziimiin, yukarida bahsedilen araligin her x noktasinda,
f(z) =0 olan belli ¢izim olacagin sdylemektedir.

Ornek 4.9.

dy d%y dy
— S 2= 4" 2%y =0
dx3 + dx? + xd:p Ty

iiciincii basamak homojen denkleminin

f@)=r2=r"@2=0

sartini saglayan ¢6zimi, her z noktasinda f(x) = 0 olan belli ¢dziimdiir.
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B.  Homojen Denklem.

_ Simdi (4.2) homojen denklemi ile ilgili temel sonuglar ele alacagz.
Once su temel teoremi ifade edelim:

TEOREM 4.2.  Lineer Homojen Diferansiyel Denklemler I¢in
Temel Teorem.

Hipotez 1. f1, fa,..., fm’ler (4.2)’deki lineer homojen diferansiyel
denkleminin herhangi m tane ¢oziimii olsun.
Hikim. ¢, co,...,cy’ler m tane keyfi sabit olmak iizere

afitefr+...+omfm
de (4.2) diferansiyel denkleminin bir ¢éziimiidiir.

Teorem 4.2 bize, (4.2) denkleminin bilinen m tane ¢éziimiiniin her-
biri keyfi bir sabitle carpilip sonuclar toplanirsa, elde edilen toplamin
da (4.2) denkleminin bir ¢oziimi olacagini soyliiyor. Lineer bilegim
kavramini kullanarak bu teoremi daha basit hale getirebiliriz.

TANIM. Lineer Bilesim: c¢1,co,...,c¢y’ler m tane keyfl sabit ve

fi, fo, -+, fin de m tane fonksiyon ise
C1f1 + Csz + ...+ Cmfm
ifadesine fi, fo,..., fm'lerin lineer bilesim’i denir.

Bu kavrami kullanarak Teorem 4.2’yi yeniden goyle ifade edebiliriz:

TEOREM 4.2. (Yeni ifadesi) (4.2) homojen lineer diferansiyel
denkleminin ¢oztiimlerinin herhangi lineer bilegimleri de ayni denklemin
bir ¢oziimiidiir.

Ornek 4.6. sinzx ve cosz fonksiyonlarinin,
d*y
— — ()
dz? Y
denkleminin ¢oziimleri oldugu kolayca gosterilebilir. Teorem 4.2 bize
herhangi ¢;, ¢y sabitleri i¢in ¢; sin x + ¢5 cos  'in de bir ¢oziim oldugunu
soyliyor. Mesela,

Hsinz + 6cosx
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de bir ¢oziimdiir.

Ornek 4.7.  €*, e~ ve e** fonksiyonlarmm

By Py dy
U 9% Y B0 9y —0
dz3 dz? dzx Ty

denkleminin ¢oziimleri oldugu kolayca gosterilebilir. Teorem 4.2 bize

herhangi ¢i, ¢y, ¢3 sabitleri icin ¢ie® + coe™ + c3e?* ’in de bir ¢oziim

oldugunu soyliyor. Mesela,
2
2e” — 37" + 562‘”

de bir ¢oziimdiir.

Simdi (4.2) denkleminin genel ¢éziimiiniin nelerden olugacagini go-
recegiz. Bunu anlamak icin once lineer bagimhlik ve lineer bagimsiziik
kavramlarini tanimlamaliyiz.

TANIM. hepsi birden sifir olmayan n tane c¢i, ¢y, ..., ¢, sabiti
a < x < b arahgindaki her z icin

le1+02f2+...+cnfn:()

olacak sekilde bulunabiliyorsa, fi, fo, ..., f, fonksiyonlarina a <z <b
araliginda lineer bagimly’dirlar denir.

Ozel olarak, ¢y, ¢y sabitleri o < x < b araligindaki her z igin

c1fi +eafe =0

olacak sekilde bulunabiliyorsa, fi, fo fonksiyonlart a < x < b araligin-
da lineer bagimhdirlar.

Ornek 4.8. x ve 2z fonksiyonlart 0 < x < 1 araliginda lineer
bagimhdirlar. Ciinkii 0 < x <1 araligindaki her x icin

x4 c(22) =0

olacak sekilde ikisi birden sifir olmayan ¢, ¢o sayilar: bulunabilir. Me-
sela ¢ = 2, ¢y = —1 alimabilir.
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Ornek 4.9. sinz, 3sinz ve —sinz fonksiyonlarinin  —1 < x <2
araliginda lineer bagimli olduklarini gériiyoruz. Ciinkii —1 < = < 2
araligindaki her x icin

c18inz + cp(3sinx) + ¢c3(—sinz) =0

olacak sekilde iicli birden sifir olmayan ¢y, ¢s, c3 sayilart bulunabilir.
Mesela ¢; =1, ¢ =1, ¢3 = 4 alinabilir.

TANIM. fi, fo,..., fn fonksiyonlart a < z < b araliginda lineer
bagimli degillerse, bu aralikta lineer bagimsiz’dirlar denir. Yani a <
x < b araligindaki her z icin

le1+02f2+...+cnfn:()

olmasi,
co=c=...=c¢,=0

olmasint gerektiriyorsa,  fi, fo,..., fn fonksiyonlart a < z < b
araliginda lineer bagimsiz’dirlar denir. (Bagka bir deyisle bir takim
fonksiyonlarin 6zdeg olarak sifir olan yegane lineer bilegimleri,

?sifir” lineer bilesim ise, bu fonksiyonlar lineer bagimsizdir.)

Ornek 4.9. =z, x? fonksiyonlarmmm 0 < z < 1 araliginda lineer
bagimsiz olduklarini gortiiyoruz. Ciinkid 0 < 2 < 1 araligindaki her =
icin ¢;z + co2? = 0 olmasi, ¢; = ¢, = 0 olmasini gerektirir.

Bundan sonraki teoremimiz, n. basamaktan homojen lineer diferan-
sivel denklemlerin lineer bagimsiz ¢oziim takimlarinin varligi ve boyle
lineer bagimsiz ¢oziim takimlarinin onemi ile ilgili.

TEOREM 4.3.  (4.2)’deki n. basamak homojen lineer diferan-
siyel denklemin daima n tane lineer bagimsiz ¢oziimi vardir. Ayrica
f1, fa, - -, fn fonksiyonlari, (4.2) denkleminin n tane lineer bagimsiz
¢Ozimi ise, (4.2) denkleminin her f ¢oziimi ¢, ¢s,.. ., ¢, sabitlerini
uygun secmek suretiyle, bu coziimlerin lineer bilegimleri olarak

afi+cfot ... +enfn
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seklinde yazilabilir.

n. basamaktan bir homojen lineer diferansiyel denklem verildiginde,
bu teorem bize, 1 tane lineer bagimsiz ¢oziimiin bizzat var oldugunu
garanti etmektedir. Ayrica teorem buradan da 6teye gegerek, (4.2)'nin
nasil bulunmusg olursa olsun, herhangi bir ¢oziimiiniin; ¢y, ¢y, . . ., ¢, sa-
bitlerini uygun secmek suretiyle bu coziimlerin lineer bilegimleri olarak
yazilabilecegini soylemektedir.

Simdi  f1, fo, ..., fn fonksiyonlari (4.2) denkleminin n tane lineer
bagimsiz ¢oziimiiniin bir takimi olsun. Teorem 4.2’ye gore, ¢, Ca, .. ., Cp
keyfl sabitler olmak tizere

afi+eafot .. Fcufn (4.3)

lineer bilegimi de (4.2) denkleminin bir ¢6ziimiidiir. Ayrica Teorem 4.3’e
gore, (4.2) denkleminin her f ¢6zimi ¢, co, ..., ¢, sabitlerini uygun
se¢mek suretiyle bu ¢dziimlerin lineer bilegimleri olarak (4.3) seklinde
vazilabilir. Bdylece, (4.2)’nin n tane lineer bagimsiz ¢6ziimiiniin bir
lineer bilegimi olan (4.3) ifadesi, (4.2) denkleminin bir genel ¢6ziimi
gibi duruyor. (4.3)’i olugturan ve n tane olan  fy, fo,..., f, fonksi-
yonlari lineer bagimsiz olduklarimdan (4.3) ¢6ziimii, n. basamaktan bir
diferansiyel denklemin n tane esasli keyfi sabit bulunduran ¢ozimiidiir.
Boylece, n. basamaktan bir homojen lineer diferansiyel denklemin genel
¢coziimiiniin tanimini soyle yapabiliriz:

TANIM. fi, fo,..., fn fonksiyonlart a < z < b araliginda
(4.2)’deki n. basamaktan homojen lineer diferansiyel denklemin n tane
lineer bagimsiz coziimii ise; ¢1, ¢, . . ., ¢;’ler keyfl sabitler olmak tizere

cifitcfot...tenfn, alz<b

ile tammlh f fonksiyonu ¢ < z < b araliginda (4.2)’nin bir genel
¢ozum’udir.

Boylece (4.2) denklemin n tane lineer bagimsiz ¢6ziimii bilindiginde,
denklemin genel coziiminii, bu n tane ¢oziimiin bir lineer bilegimi
olarak hemen yazabiliriz.

Ornek 4.11. —oco <z < +00 araliginin her x noktasinda sinz ve
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cos z fonksiyonlarinin,
d?
Y +y=20
denkleminin ¢oziimleri oldugunu gozlemistik. Bu fonksiyonlarin lineer
bagimsiz olduklarini da gosterebiliriz. Boylece genel ¢oziim, ¢, co keyfi
sabitler olmak tizere
cisinz 4+ cocosx

lineer bilesimi olarak yazilabilir. Bu durumu y = ¢y sinx + ¢y cosz ile
gosteririz.

Ornek 4.12.
Py Py dy
— —2—— = 42y=0
dz? dr? dz Ty
denkleminin e, e™* ve e?* c¢oziimlerinin, —oo < z < 400 araliginin
her z noktasinda lineer bagimsiz olduklar: gosterilebilir. Boylece genel

¢OzUm, ¢, o, c3’ler keyfl sabitler olmak tizere

—X

c16% 4 coe™% + ¢z
lineer bilegimi olarak yazilabilir. Bu durumu
Y = c1€° + o™ + 3%

ile gosteririz.

Bundan sonraki teorem, (4.2) denkleminin n tane ¢6ziimiiniin lineer
bagimsiz olup olmadigint anlamak icin bir 6l¢iit saglar. Once bir fonk-
siyon kiimesinin Wronskian’ini tanimlayalim.

TANIM. fi, fo,..., [y fonksiyonlari, a < z < b gergel araliginda
n — 1.’ye kadar tireve sahip, n tane gercel fonksiyon olsun. Usler
tirevleri gostermek iizere

I A
W (fis foreoor fo) = f f f
FED ) )

1 2 n
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determinantina, bu n tane fonksiyonun Wronskian’t denir. W fonksi-
yonunun kendisinin de a < x < b gercel araliginda tanimh ve degerleri
W(fi, fay -, fn) ile gosterilen gercel degerli bir fonksiyon oldugunu
goriyoruz.

TEOREM 4.4. (4.2)’deki homojen lineer diferansiyel denklemin
f1s fo, -+ fu cOzlimlerinin, ¢ < x < b gercel araliginda lineer bagimsiz
olmalari i¢in gerekl ve yeter sart, Wronskianlarinin, ¢ < x < b araligin-
daki herhangi bir  noktasinda sifirdan farkli olmasidir.

Buna sunu da ekleyebiliriz:

TEOREM 4.5. (4.2)'nin fi, fo, ..., fn ¢6ziimlerinin Wronskian’i,
bir ¢ < x < b gercel arahiginda ya 6zdes olarak sifirdir, ya da araligin
hicbir yerinde sifir olamaz.

Boylece (4.2) denklemin n tane ¢oziimiini bulabilmigsek, bunlarin
lineer bagimsiz olup olmadigini anlamak icin Teorem 4.4 ya da Teorem
4.5’1 kullanabiliriz. Lineer bagimsiz iseler, denklemin genel ¢oziimiini
bu n tane ¢oziimiin bir lineer bilesimi olarak hemen yazabiliriz.

Elimizde ikinci basamaktan

d*y dy
CL()(ZIT)@ + al(l')% + CLQ(ZL’)y =0
genel homojen lineer diferansiyel denklem bulunmasi halinde bu denk-

lemin f;, fo ¢coziimlerinin Wronskian’

AR
olur.
Ornek 4.13. ,
% +y=0

denkleminin sin x ve cos z ¢oziimlerinin lineer bagimsiz olduklarini gos-
termek icin Teorem 4.4’ uygulayacagiz.
sinz  coszw

W(SinZ‘,COSZL‘) = ) :—SiHQI—COSQJL‘:—l%O
COS T —Ssinx
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olur ki, W(sinz,cosz) # 0 oldugundan sinz ve cosz ¢oziimlerinin
lineer bagimsiz olduklarini sonucuna variriz.

Ornek 4.14.

—&

denkleminin €%, e™* ve e%* ¢oziimleri —oo < 2 < +oco araligimin her z
noktasinda lineer bagimsizdir. Ciinkii,

ex e—a: 62;17 1 1 1
W(e*, e, e*) = e —e® 2% |=e*|1 —1 2|=—6e* #0
e T 4e* 1 1 4

olmaktadir.

C. Mertebe Distrme

4.2 kesiminde iki ve daha yiiksek basamaktan denklemlerin acik
cozliimlerini elde etme yontemlerini incelemege baglayacagiz. Orada ve
ondan sonraki kisimlarda asagidaki mertebe diigiirme teoreminin ¢ok
faydali olacagini gorecegiz.

TEOREM 4.6.

Hipotez 1. f fonksiyonu

dar dn! d
ao(x)—y + al(x)dx”—:l{ +.. -%4(@% +a,(z)y =0 (4.2)

n. basamak homojen lineer diferansiyel denkleminin sifirdan farkli bir
cOziimi olsun.

Hiikim. y = fu doniisimii (4.2) denklemini, w = % bagh
degigkeni cinsinden n — 1. basamaktan homojen bir lineer diferansiyel
denkleme dontustiriir.

Bu teorem bize, (4.2)’deki n. basamak homojen lineer diferansiyel
denklemin sifir olmayan bir ¢oziimii bilindiginde, bu denklemi uygun
bir dontisimle, ilk denklemden bir basamak daha diisiik basamaktan
bagka bir homojen lineer diferansiyel denkleme doniigtiirebilecegimizi
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soylemektedir. Bu teorem isimize en ¢ok ikinci basamak lineer denk-
lemlerde (n=2 hali) yarayacagindan, bu durumu gimdi ayrintih olarak
inceleyecegiz. f fonksiyonu

d*y av
CL()( )de + al( )d[L‘ + CLQ({L’)y =0 (44)

2. basamak homojen lineer diferansiyel denkleminin sifirdan farkli bir
¢Ozimi olsun. f fonksiyonu (4.4)’tin bilinen ¢éziimii, v da z’in biraz
sonra belirlenecek bir fonksiyonu olmak tizere

y = fu (4.5)
donusimuni yapalim. Buradan tirev alarak

u

A

u—- (4.6)

v 2y du dfdu df
y u u

= f 4o 7 7J 4.

a2 g g T an (4.7)

elde ederiz. (4.5), (4.6) ve (4.7)’yi (4.4)’te yerlerine yazarsak,

Py _df du  d&f du df
aol@+2%d_+ﬁ “+ aq f%—F d +a2fu—()
veya
d*u df du df df
aof@+l2a0d +a1f]%+[a0d 2u+a1d—+a2f u=20

elde edilir. f fonksiyonu (4.4){in ¢éziimii oldugundan, u’'nun katsayist
sifirdir ve bu sonuncu denklem

d*u

@of@

[an ;lf + alf] dx 0

halini alir. w = Z—Z dersek bu denklem

il + alf] w =0 (4.8)

a()f— + lQa[Od
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olur. Bu, w bagli degiskeni cinsinden birinci basamaktan homojen bir
lineer diferansiyel denklemdir. Bu denklem ayni zamanda ayrilabilen
bir denklemdir. f # 0, ag # 0 kabul ederek ve df /dz’i f' ile gostererek

dw f’ ap
Sk | VAR
dx [ f +CZO] o

yazabiliriz. Bunu integre edince de

f
1n|w|:—lnf2—/@dx—|—ln|c| veya w=""
ag f2
buluruz. Bu, (4.8) denkleminin genel ¢6ziimiidiir. ¢ = 1’e karsilik olan
ozel ¢ozimi alhr, w = Z—Z oldugunu hatirlar ve bir kere daha integre
edersek,
e~ Z—(l)dm
ve son olarak (4.5)'ten
I
e 0

elde ederiz. (4.9)'un sag tarafinda bulunan ve bundan sonra g ile
gosterecegimiz fonksiyon, baglangictaki (4.4) ikinci basamak denkle-
minin ¢ézimdir. Dahasi, bu yeni ¢ ¢oziimii ile eski f ¢oziimii lineer
bagimsizdir. Ciinki

/g

— _ f f’U, 2,0 7fz—1dar
W(f?g)_ f/ g/ _‘f/ fu'—i—f’u —fU—e 0 %O
olmaktadir. Boylece
cif + cag

(4.4) denkleminin genel ¢oziimudir. Simdi yukaridaki tartigmayi bir
teorem halinde 6zetleyelim.
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TEOREM 4.7.
Hipotez 1. f fonksiyonu

d? a?
ao(x)d—xg + al(x)@ +as(z)y =0 (4.4)

2. basamak homojen lineer diferansiyel denkleminin sifirdan farkli bir
¢oziimii olsun.

Hikim 1. y = fu doniigimii (4.4) denklemini, w = 9 bagh
degigkeni cinsinden

agfccii—i;j + lQGQZi + alf] w=20 (48)

birinci basamaktan homojen lineer diferansiyel denklemine doniistiirir.

Hiikim 2. (4.8) denkleminin
eff Z—(l)dar

12

w =

ozel coziimii
,f L dr
e J a0

uz/wdx:/ 2 dzx

olmak tizere u fonksiyonunu verir. g = fu ile tanimli ¢ fonksiyonu
artik, (4.4) ikinci basamak denkleminin bir ¢éziimdir.

Hiikim 3. (4.4) denkleminin énceden bilinen f ¢oziimi ile yeni g
¢Ozimi lineer bagimsizdir. Boylece (4.4) denkleminin genel ¢éziimii

cif +cag

seklinde vazilabilir.

Simdi hem yukaridaki teoremin kullanighhgini vurgulayalim ve hem
de kullanim sinirlarini belirtelim. Teoremin faydasini buraya kadar za-
ten anlamig bulunuyoruz. Teorem bize, (4.4) ikinci basamak denk-
leminin bir ¢oziimi bilindiginde, denklemin bundan lineer bagimsiz
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ikinci ¢oziimiinii ve boylece genel ¢oziimiini elde etmek tizere mer-
tebe diigiirebilecegimizi soylemektedir. Diger taraftan, teoremin kul-
lanimindaki simirlar da acgikga gorilmektedir. Teoremin uygulanabil-
mesi i¢in (4.4) denkleminin bir ¢oziimiiniin 6nceden biliniyor olmast
gerekmektedir. Denklemin bir ¢6ziimii 6nceden nasil bilinebilir? Genel
olarak bilinemez. Fakat bazi hallerde denklemin kendisi, ya da denk-
lemin ilgili oldugu fiziksel problem, mesela iistel fonksiyon veya lineer
fonksiyon gibi belli 6zel tipte bir ¢ozliimiin varligini bize haber verir.
Ancak bu durumlar karsimiza pek sik ¢ikmaz ve bu yollarla bir ¢éztiim
bulunamagzsa, teoremin bize hicbir yarari olmayacaktir.

Ornek 4.15. y=’in

d*y dy
27 9t f oy = 4.1
52w 2y =0 (4.10)

denkleminin bir ¢oziimii oldugu soylenmistir. Mertebe diisiirerek bu-
nunla lineer bagimsiz olan ikinci bir ¢6ziim bulunuz.

(z® +1)

Cézim. Once y = z fonksiyonunun (4.10) denklemini gergekten
sagladigini gorelim. Sonra

B dy  du N d*y  d’u +2du
y= dx_xdx s de_xde dx

ifadelerini (4.10) da yerlerine yazarsak,

2
(z° +1) (xd—u+2d—“> — 27 (xd—u+u> +22u =0

dx? dzx dz
veya
d?u du
24 ) — 42— =0
z(z”+1) e + o

elde ederiz. w = Z—Z dersek
dw
2
1)— +2w=0
z(z® +1) g, T 2w
birinci basamaktan homojen lineer diferansiyel denklemini buluruz.

Bunu degigkenleri ayrilabilen bir denklem olarak ¢ozersek
dw 2dx

w  z(z®+1)
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veya
dw 2 2z
L
w r x?241
bulunur. Bunu integre edersek genel ¢6ziim
2
1
— c(x :— )
x

olur. ¢ =1 secer, w = % oldugunu hatirlar ve sonucu integre edersek,

1
U=z ——
T

buluruz. Simdi, f bilinen ¢6ziim x olmak iizere, g = fu fonksiyonunu
yaparak

g(z)zm(m—i)zﬁ—l

elde edelim. Teorem 7’den biliyoruz ki bu, istenen ikinci lineer bagimsiz
¢6ztimdiir. Boylece(4.10) denkleminin genel ¢éziimii, f ve ¢ fonksiyon-
larmin ¢; f + cog lineer bilesimi olarak

y = 1w+ cp(x? — 1)
seklinde yazilabilir.

D. Homojen Olmayan Denklem

Simdi kisaca

— 4 ... an_l(x)% +an(x)y =0b(z), (4.1)

homojen olmayan denklemine geri dénelim. Bu denklemle ilgili temel
teorem gudur:

TEOREM 4.8.

Hipotezler. (i) v fonksiyonu, (4.1) ile verilen n. basamaktan homo-
jen olmayan lineer diferansiyel denklemin herhangi bir ¢6ziimii olsun.
1 da bu denkleme kargilik gelen
dy

ao(x)—/ +a(z)—+... an_l(x)% +a,(z)y =0, (4.2)
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homojen denkleminin herhangi bir ¢oziimii olsun.

183

Hiikim. w4+ v, verilen (4.1) homojen olmayan lineer diferansiyel

denkleminin bir ¢oziimiidir.

Ornek 4.16. y = 2'in,

d*y
> YT

homojen olmayan lineer diferansiyel denkleminin bir ¢oziimii,
y = sinz’in de bu denkleme kargilik gelen
d*y

a2 TV

homojen denkleminin herhangi bir ¢oziimi oldugunu goriyoruz.

zaman Teorem 4.8’e gore
sinz +x

toplami da

d2
homojen olmayan lineer diferansiyel denkleminin bir ¢ézimiudir.
Yerine koyarak bunu kolayca dogrulayabiliriz.

O

Simdi »'nun (4.2) homojen denkleminin bir genel ¢dzimd, yani n
tane lineer bagimsiz ¢oziimiiniin genel bir lineer bilegsimi oldugunu kabul
edelim. Hig bir keyfi sabit bulundurmayan v de, (4.1) homojen olmayan
lineer diferansiyel denkleminin her hangi bir 6zel ¢oziimi olsun. Teo-

rem (4.8)’1 kullanarak « + v’nin, n. basamak homojen olmayan lineer

diferansiyel denklemin bir ¢6zlimii oldugunu ve n tane keyfi sabit bulun-
durdugunu goériiriiz. Boyle bir ¢éziime (4.1) denkleminin genel ¢dzim’i

diyecegiz. Bunu asagidaki tanimla ozetleyelim:

TANIM. n. basamaktan

dn dn—ly
ao(ﬁ)ﬁ +ar(e) (o)

dy

— +a,(z)y = b(w),
dx

(4.1)
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homojen olmayan denklemini ve ona iligkin

dny dn—ly dy B
ao(l')w “+ a; (.Z')W —+ ... an_l(.flf)% + CLn(I)y = O, (42)

homojen denklemini ele alalim.

(I) (4.2) denkleminin genel ¢6ztimiine, (4.1) denkleminin timleyen
fonksiyon’u denir. Bunu vy, ile gésterecegiz.

(IT) (4.1) denkleminin hi¢ bir keyfi sabit bulundurmayan ¢éziimiine,
(4.1) denkleminin ézel integrali denir. Bunu y, ile gosterecegiz.

(III)  (4.1) denkleminin, y, tiimleyen fonksiyonu ve y, de 6zel in-
tegrali olmak iizere y. + y, ¢ozuimiine, genel ¢ozum’i denir.

Boylece (4.1) denkleminin genel ¢oziimiini bulmak i¢in sunlart bul-
mamiz yeter:

(a) Tidmleyen fonksiyon, yani (4.1) denklemine iligkin (4.2) homojen
denkleminin, n tane lineer bagimsiz ¢oziimiiniin genel bir lineer bilegimi;
ve

(b) Ozel integral, yani (4.1) denkleminin hic bir keyfi sabit bulun-
durmayan coziimdu.

Ornek 4.17.
@—I— =x
T2 y==x

denklemini gézoniine alahm. Tiimleyen fonksiyon olan
Ye = C18INT + Co COS T
verilen denkleme iligkin 327% + 1y = 0 homojen denkleminin genel

¢oziimidir. Bir ozel integral 1y, = = olarak alinabilir ve verilen
denklemin genel ¢oziimii soyledir:

Y=Y +y,=cisinx +cycosr +x

Bu boliimiin geri kalan kisimlarinda, genel ¢oziimiin iki parcasinin
elde edilmesine yarayan yontemlerin incelenmesine devam edilecektir.
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ALISTIRMALAR

1.  Teorem 4.1, asagidaki iki denklemden sadece birine uygulana-
bilir. Bu denklemi bulunuz ve bu durumda teoremden cikarilabilecek
sonuclar1 titiz bir sekilde ifade ediniz. Teoremin 6teki probleme nicin
uygulanamayacagini aciklayiniz.

(a)

de Y 4+5% 4 6y =e”

y(0) =5
y'(0) =7
(b)
Py 5% 6y ="
y(0) =5
y'(1) =7

2. Sozli olarak cevaplayimiz: Asagidaki baglangic deger probleminin
¢coziimii nedir? Nigin?

dx2 —l—x -t 2y=0
y(l)—O
y'(1)=0

3. m = n = 2 olmasi halinde Teorem 4.2’yi ispat ediniz. Yani
fi(z), fa(z) fonksiyonlari

d?y ay
o)L (@) 4 )y = 0

denkleminin iki ¢6ziimi ise, ¢, ¢y keyfi sabitler olmak {izere ¢; fi(z) +
s fo(x)’in de ayni denklemin bir ¢6ziimi olacagini kanitlayiniz.

4. ,

d*y dy
——5— 6y =0
dx? dx +

diferansiyel denklemi gbzoniine aliniyor.
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(a) €% ve €3* fonksiyonlarmin —oo < z < oo araliginda bu denkle-
min lineer bagimsiz ¢coziimleri olduklarini gésteriniz.

(b) Verilen denklemin genel ¢oziimiini yaziniz.

(c) y(0) = 2, ¢'(0) = 3 sartlarimi saglayan ¢6ziimi bulunuz. Bu
cOzim nicin tektir?

9. d2 "

ay
Y4y =0
ot gy W=

diferansiyel denklemi gbzoniine aliniyor.

(a) 22 ve & fonksiyonlarmin, bu denklemin 0 < z < co araliginda
tanimli, lineer bagimsiz ¢oziimleri olduklarini gosteriniz.

(b) Verilen denklemin genel ¢éziimiini yaziniz.

(¢) y(2) = 3, ¥'(2) = —1 sartlanm saglayan ¢6ziimii bulunuz. Bu
¢Oziim hangi aralikta tanimlidir?

6. €% ve e** fonksiyonlarmin

d?y dy

— —5—+4+4y=0
ek

diferansiyel denkleminin ¢oziimleri olduklar: verilmistir.

(a) Bu ¢ozlimlerin —oo < x < oo araliginda lineer bagimsiz olduk-
larini gosteriniz.

(b) 2e® — 3e'* fonksiyonunun da verilen diferansiyel denklemin bir
cOziimi oldugunu hemen soylememize imkan veren teorem hangisidir?

(c) (b)’deki ¢oziimle e” fonksiyonunun da, —o0o < 2 < oo araliginda
lineer bagimsiz olduklarini gosteriniz.

7. e, e ve e** fonksiyonlarinin

d®y d*y dy

CY 6% Y 4 5% 9y =0

dz? d? + dz Y=
diferansiyel denkleminin ¢oziimleri olduklar: verilmigtir. Bu ¢oziimlerin
—00 < x < oo araliginda lineer bagimsiz olduklarini gosteriniz ve genel

¢cOzUmi yaziniz.
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8. f(z) = 2’in bir ¢6ziim oldugu verildigine gore Teorem 4.6’y1

9. y=e*"in

d’y dy
20 +1)— —4 HN-—=4+4y=0
Co+1)E — 4w+ 1)+ 4y
denkleminin bir ¢oziimii oldugu verildigine gore, mertebe diigtirerek ve-
rilenle lineer bagimsiz bir ¢oziim daha bulunuz. Genel ¢oziimii yaziniz.

10. y = z?’nin

d? d
(x?’—:rz)qu—( 3+2x2—2$)d—i+(2z2+2x—2)y20
denkleminin bir ¢oziimii oldugu verildigine gore, mertebe diiglirerek ve-

rilenle lineer bagimsiz bir ¢6ziim daha bulunuz. Genel ¢éziimi yaziniz.

11. n = 2 olmasi halinde Teorem 4.8’1 ispat ediniz. Yani u fonksi-

yonu
d? dy
ao(x)# + al(x)% +az(x)y=0

homojen denkleminin bir ¢éziimi ve v de

d?y ay
ap(x)—— +ay(x)— +az(x)y = b(x
o) % + () L+ axlw)y = b(a)
denkleminin herhangi bir céziimii ise, © 4+ v’nin son yazilan homojen
olmayan lineer diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimi olacagini ispat edi-
niz.

12. P J

Y Y 2
2 324 2y=14
dx? 3dx +2y o

diferansiyel denklemi gbzoniine aliniyor.
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(a) €% ve e2* fonksiyonlarmin, bu denkleme kargilik olan

d*y L dy
YV _ 3% Loy =0
dz? 3dx Ty

homojen denkleminin ¢oziimleri olduklarini gosteriniz.

(b) Verilen homojen olmayan lineer diferansiyel denkleminin tiim-
leyen fonksiyonu nedir?

(c) 22% + 6z + T'nin verilen denklemin bir 6zel integrali oldugunu
gosteriniz.

(¢) Verilen denklemin genel ¢éziimiini yaziniz.

EK ALISTIRMALAR

Agagidaki denklemlerin Teorem 4.1’in hipotezlerini sagladiklar: a-
raliklart bulunuz.

x22y" — 3zy” + 4y = cosh z

(1 + 1,2)y/// + .77y” _ xy/ 4 y = 0

Vay" — 6zy + 10y = In(1 — x)

(1 +x4)yi” + ny// +y= ev

y' 4+ Try — 11y = Insinrz

Y+ (14 |z [y = Va?

y" —v—wy'+ |z |y +y =z

(Incosh z)y"” + z?y" — xy’ = sinhz

(x2—e2)y" +(In| x| —2Ilne)y’ + (csch x)y =0
(313 —3Inz)y" + (16 cosz)*y' + 23y =5tan~' x

200N o Ok LoD

11. y; = 1+ cos2x ve yp = 2cos? z fonksiyonlarinin, (—oo, 00
arahginda, y"” + 4y = 4 diferansiyel denklemini ve y(0) = 2, 4'(0) =
0 kosullarini sagladiklarini gosteriniz. Bundan yararlanarak, x’in her
gercel degeri icin

1+ cos 2z = 2cos’ x

oldugunu kanitlayiniz.
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G0z kontrolu ile agagidaki baglangic deger problemlerinin tek ¢6-
zimlerini bulunuz.

12. y" — 52%y" + 2/ + (cosz)y =0, y(-2)=¢'(-2)=94"(-2)=0
13y =2y +2y=¢e®, y(0)=y'(0)=1

My —ay" +2y —y=6—2°, y(1)=9'(1)=y"(1) =6

15. 4" +y =0, y(-In2)=1, y'(—In2) =0

16. 22y + 2y +y=1Inz, y(l/e)=-1, ¢'(1/e)=¢

17. yi(z) =2 — 2%, —2<2<2 ve

{aj3—x4, -2 < 0
x

zt -2, 0<

o A

Yo(r) = 2

oldugunu varsayarak, 4; ve 9, nin ikisinin de 2%y"” —6xy’+12y = 0 denk-
leminin y(1) = 0,%'(1) = 1 kosullarni saglayan ¢6ziimleri oldugunu
gosteriniz. y; ve y2 nin farkli olmast Varlik ve Teklik Teoremi ile celigir
mi? Acgiklaymiz.

18. Varlik ve Teklik Teoremi
(12 — )%™ — 8(12 — )y + 124" = 0,

y(12) =¢/(12) = y"(12) = y"(12) = 0

baglangic deger probleminin ¢oziimiiniin tek olmasini garanti eder mi?

Cozum Aileleri

1. (a) (—o0,00) araliginda, y; = 2% + 2 ile y» = 3 iin her lineer
bilesiminin xy” — 3’ = 0 denkleminin bir ¢oziimii oldugunu gosteriniz.

(b) (—00,0) arahiginda, y; = 22 + 2 ile y, = 3%in, zy" — 9y’ = 0
denkleminin ¢6ziimii olacak sekilde bir lineer bilegimi var midir?

2. (a) (—o0,00) arahginda cosz, sinz, coshz, sinhz fonksi-

yonlarimn hepsinin de (y")? — y* = 0 denkleminin ¢oziimi oldugunu

gosteriniz.
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(b) Bu ¢oziimlerin hangi lineer bilegimi, denklemin genel ¢dziimii-
diir?
(c) €* ve e ™’in her lineer bilegimi, bu denkleminin bir ¢éziimi mii-

diir?

3.’den 5.’ye kadar problemlerde uygun araliklarda, a ve b sabitlerinin
her degeri icin, y; ile yo fonksiyonlarinin verilen diferansiyel denklemin
¢coztimi olduklarini, fakat y; +yo'nin sadece birinci denklemi sagladigini
gosteriniz.

3.2y =y, 2uy" =% wn=a, y,=bz?

4.20y" +9' =0, 83"V —yy =0; yi=ua, yp =bJ/x

5. (2% — 1)y —2xy’ +2y =0, 2yy" — (¥')* = 0;
y1 = alx —1)%, yo = bz +1)?

6. sinx ve cosx fonksiyonlarinin lineer bagimsiz olduklarini en az
iki yoldan gosteriniz.

7. sinhz ve coshz fonksiyonlarinin lineer bagimsiz olduklarini en
az iki yoldan gosteriniz.

8. x+1, x4+ 2 ve 2zr + 1 fonksiyonlarinin lineer bagiml olduk-
larmi gosteriniz. Bu fonksiyonlarin sagladigi en kiiciik basamaktan bir
diferansiyel denklem yaziniz.

9-16. problemlerde tanim araliklar: verilmig fonksiyon kiimelerinin
lineer bagimsiz olup olmadiklarini aragtiriniz. Lineer bagimhhgt goste-
ren bir bagint1 veriniz.

9. {e*, e *}, (—o00,00)

10. {z?, 2 =1, 2* +z+ 1}, (—00,00)

11 {z2—1, 22+ z+1, 22+ 3x+5}, (—o00,00)
12. {7, 1, 751 #<-1

13. {coszsin2z, 2sinzcos2z, sin3z} (—o0,00)

14. {In(z — 1), 2In(z + 1), In(z? - 1)}, (—o0,0)
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15. {1, z, 2°}, (—00,00)
16. {x?’, |ZE |3}7 (_007 OO)

17. p1(z) ya da pe(z) o noktada siireksiz olmadik¢a, y” + py(z)y’ +
po(z)y = 0 diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimiiniin bir-
likte sifir olduklar: bir noktanin bulunamayacagini gosteriniz.

18. p1(z) ya da pa(x) o noktada siireksiz olmadikca, y"” + p1(x)y' +
po(z)y = 0 diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz iki ¢ozlimiiniin bir-
likte ekstremum deger aldiklari bir noktanin bulunamayacagini goste-
riniz.

19. Iki fonksiyonun Wronskiani bir aralikta sifirdan farkl ise, bu

fonksiyonlarin araligin hic¢ bir noktasinda katli sifirlarinin bulunamaya-
cagini gosteriniz.

20. 4" 4+ p1(x)y’ + po(z)y = 0 diferansiyel denkleminin iki lineer
bagimsiz ¢oziimii veriliyor. Bu iki ¢éztimden birinin iki sifir1 arasinda
muhakkak diger ¢oziimiin bir sifirt bulunacagini gosteriniz.

21. y" + p1(x)y' + peo(z)y = 0 diferansiyel denkleminin iki lineer
bagimsiz ¢oziimiiniin orani, bir araligin tiim noktalarinda mevcut ise,
bu oranin araligin her noktasinda monoton artan ya da monoton azalan
olacagini gosteriniz.

22. ax+by =0, cr+ dy = 0 homojen cebirsel lineer denklem
sisteminin z = 0, y = 0 dan bagka bir ¢oziimiiniin bulunabilmesi icin
gerek ve yeter kogul, sistemin katsayilar matrisinin determinantinin

a b
. d =ad—bc=0

olmasidir. ispat ediniz.

23. y; ve yo nin Wronskianlart sifir degilse, y3 = ciy1 + coya ve
ys = k1y1+koys fonksiyonlarimin sifirdan farkli bir Wronskianlar: olmasi
icin gerek ve yeter kogulun, ¢1ky — cok; # 0 olacagini gosteriniz.

24. €™ ve xe™ fonksiyonlarinin Wronskianlarini herhangi bir genel
z noktasinda hesaplayiniz.
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25. €%, e™® ve ze?® fonksiyonlarinin Wronskianlarini herhangi bir
genel = noktasinda hesaplayiniz.

26. y; = sin2x, yo = cos 2z fonksiyonlarmin 3" + y = 0 denklemi-
nin ¢oziimleri oldugunu gosteriniz ve Wronskianlarinin Abel formiiliinii
sagladigini kanitlayiniz.

27. y1 = €%, yp = €%*, y3 = e3* fonksiyonlarinin y"” — 6y" + 11y —
6y = 0 denkleminin ¢oziimleri oldugunu gosteriniz ve Wronskianlarinin
Abel formiiliinii sagladigini kanitlayiniz.

28. Abel formiiliinii » = 3 halinde elde ediniz.

29. ao(z)y" +a1(z)y +as(x)y =0 normal denkleminin bir ¢oztimu
bilinirken ikinci bir ¢oziimiiniin bulunmasi icin Abel formiliiniin nasil
kullanilacagini anlatiniz.

30. Verilen ¢oziimii ve 29. problemdeki yontemi kullanarak, agsagi-
daki diferansiyel denklemlerin tam c¢oziimlarini bulunuz.

(a) A+z)y" +ay —y=0; y=x
b) zy"+y' =0; y=1
wy' = 3y=0; y=1/x

(

(c) a2y —

(d) y" +tanzy’ — (6cot’x)y =0; y=sin’x
(

(

c) z*y

e) y" = (2cotz —tanz)y; y=1

)y
f) 2%y + 23y — 20 + 22y =0; y=2?

31. r(z), sonlu ya da sonsuz olabilen bir T araliginda siirekli tiireve
sahip pozitif bir fonksiyon, g2(z) > ¢1(x) de T araliginda 6zdes olarak
esit olmayan siirekli fonksiyonlar olsunlar. yy,

[r(z)y] + a1 (z)y =0
ve 1o de
[r(z)y']' + g2(2)y = 0

denkleminin bir ¢éziimu ise, y;’in I’daki herhangi iki ardisik sifir1 ara-
sinda, 79'nin en az bir sifirinin bulunacagini gosteriniz. Hatirlatma: a
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ve b, y1’in ardisik iki sifirt olsun. y, de a ile b arasinda hicbir noktada
sifir olmasin. Once y; ve yy’nin ikisinin birden (a,b) araliginda pozitif
alinabilecegini goriiniiz. Sonra bunlar: kendi diferansiyel denklemlerin-
de yerlerine koyarak ve sonuclari bir araya getirerek

r(@) w1 (2)ye(2) — ya(2)y(2)] o= / b[sz(w) — q1(2)]y1(2)y2(2)dz

olacagini gosteriniz. Buradan da ispat1 bitirecek olan c¢eligkiyi ¢cikariniz.
Bu onerme ”"Sturm karsilagtirma teoremi” olarak bilinir.

32. q(z) < 0 ise, ¥" + ¢q(z)y = 0 denkleminin birden fazla sifira
sahip, sifirdan farkli ¢coziimii olamayacagini gosteriniz. Hatirlatma: 31.
problemin sonucunu y"+¢(x)y = 0 ve y"” = 0 denklemlerine uygulayimniz.

Agagidaki denklemlerden herbirinin karsilarindaki fonksiyon ciftle-
rini ¢oziim kabul ettiklerini gosteriniz ve her seferinde iki ayr1 taban
kullanarak iki ayr1 genel ¢oziim yaziniz.

X

By —y=0, yp=eyp=e

4. y" =3y +2y =0, Y1 = €%, yp = e**

35. 4" +y =0, Yy = Sin(:p + %)7y2 — Sin(:p _ %)
36. $2y//—|—xy'_y:()7 ylz%yz:l/x

38. Temel varlik teoremi, hipotezindeki sartlari bir 7 araliginda
saglayan, n. basamaktan bir lineer diferansiyel denklemin en azindan n
tane lineer bagimsiz ¢éziimii olacagini garanti etmektedir. Siz bu lineer
bagimsiz ¢ozlimlerin n taneden fazla olamayacagini kanitlayiniz.
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4.2 Lineer Homojen Denklemler

A, Giris

Bu kisimda n. basamak homojen lineer diferansiyel denklemlerin
katsayilari sabitler olan 6zel bir ¢esgidini inceleyecegiz. Boylece ilgilen-

digimiz denklem ag, a1, ..., a,’ler gercel sabitler olmak tizere
d”y dn—ly dy
a0?+alm+...an_1£+anyzﬁ, (411)

seklinde olacak. Bu denklemin genel ¢oziimiiniin acikca bulunabilece-
gini gosterecegiz.

Bir diferansiyel denklemin ¢oziimlerini bulmaya calisirken dogal o-
larak, bilinen tipte fonksiyonlardan birinin, bu denklemin ¢6éztimii ol-
manin sartlarini saglayip saglamadigint aragtinriz.  (4.11) denklemi

bizden, tiirevleri alinip a;’lerle carpilarak elde edilen q; Z:;i’: terimleri
toplandiginda sifir olacak sekilde bir f fonksiyonu istiyor. Bunun i¢in
tiirevleri kendisinin katlar: olan bir fonksiyona ihtiyacimiz var. Her z

icin

dk

L) = ef ()
ozelligini gosteren bir fonksiyon biliyor muyuz? f(x) = €™ iistel
fonksiyonu icin

d* A

oldugundan, bu sorunun cevabi "evet”tir. Boylece (4.11) denkleminin
coziimlerini, m sayisini, €”* fonksiyonu denklemi saglayacak sekilde
secmek iizere y = €™ biciminde fonksiyonlar arasindan aramaliyiz. O
zaman

d*y 2

=m-e™

n_ mx

B _ e dny:me

= me - pa—
dx T dz? T g

olur ve bunlar (4.11)’de yerlerine koyarsak
agm”e™ + aym™e™ + . 4+ a,_1me™ + a,e™ =0

veya
e (aom" +am™ 4. +a, m+ an) =0
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buluruz. €™ # 0 oldugundan, m degigkeni cinsinden
aom™ +am™ ' +.. . +a, ;m+a, =0 (4.12)

polinom denklemini elde ederiz. Bu denkleme, verilen (4.11) dife-
ransiyel denkleminin yardimcr denklem’i, ya da karakteristik denklem’i
denir. y = ™ fonksiyonu (4.11) denkleminin bir ¢6ziimii ise, m sayist
(4.12)’yi saglamaldir. Boylece (4.11) denklemini ¢ézmek igin (4.12)
yvardimer denklemini yazar ve oradan m’yi ¢ozeriz. (4.12) denklemini,
(4.11)’deki k. tiirev yerine m*, (k = 1,2,...,n) yazarak kolayca elde
edebilecegimiz goriilmektedir. (4.12) denkleminin koéklerinin gergel ve
farkli, gercel ve katli ve kompleks olmasina gore ii¢ farkli durum ortaya
cikar.

B. I Hal: Farkly Gercel Kokler
(4.12) denkleminin kéklerinin

my, Mo, ..., My

gibi n tane farkli gercel say1 oldugunu kabul edelim. O zaman

fonksiyonlar: (4.11) denkleminin n tane farkli ¢6ziimii olurlar. Bun-
lar icin Wronski determinantini yazarsak, lineer bagimsiz olduklarini
goriiriiz. Boylece su sonucu elde ederiz:

TEOREM 4.9. (4.11)’deki n. basamak sabit katsayili homojen 1i-

neer diferansiyel denkleme ait karakteristik denklemin; mq, mso, ..., m,
gibi n tane farkli gercel kokii varsa, (4.11) denkleminin genel ¢6ziimii,
c1,Ca, . .., Cy'ler keyfl sabitler olmak tizere

y = cre™T + e + . 4 e’

fonksiyonudur.

Ornek 4.18.
’y  ,dy
273270 49y =
dxz? 3dm+ y=0
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diferansiyel denkleminin genel ¢éziimiinii bulalim. Karakteristik denk-
lem
m®—3m+2=0

oldugundan
(m—l)(m—2):(), m1:1, m2:2

bulunur. Kékler gercel ve farkli oldugundan e® ve e?* fonksiyonlar
denklemin ¢oziimleridir. Boylece genel ¢oziim

y = c1e” + cpe™®

olarak yazilabilir. e* ve e** fonksiyonlarmin gercekten lineer bagimsiz
olduklarini soyle gosterebiliriz: Bunlarin Wronski determinanti,

T 2z

Wt ey ="

et 2e%T

=3 #£0

olur ki, Teorem 4.4’e gore bu ¢oziimler lineer bagimsizdir.

Ornek 4.19.
Py Py dy
4 i —
dz? dz? + dx +6y=0

diferansiyel denkleminin genel ¢éziimiinii bulalim. Karakteristik denk-
lem
m® —4m® +m+6 =0

oldugundan, son katsay1 6’nin carpanlar: arasindan -1’in bir kok oldu-
gunu anladiktan sonra, polinom bélmesi yaparak

(m+1)(m*>—=>5m+62)=0, m =-1, my=2, mz3=3

bulunur. Kékler gercel ve farkli oldugundan e?, e** ve e3* fonksiyonlar

denklemin ¢oziimleridir. Boylece genel ¢oziim soyle yazilabilir:

y = c16” + c2€* + 5%
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C. II: Hal. Katlh Gercel Kokler

Bu halin incelemesine basit bir érnekle baslayacagiz.

Ornek 4.20. Baslangic ornegi

d?y dy

— —6— 49y = 4.1
s 6d +9y =0 (4.13)
diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiint bulalim. Karakteristik denk-
lem

m2—6m+9=0

oldugundan
(m—32=0, mi=my=3

bulunur. Kokler gerceldir ama farkli degillerdir. m; igin €% ¢oziimiinii
elde ederken, ms icin de yine €3* ¢oziimii bulunur. Bu iki ¢oziimiin
y = ¢1€3% + coe3® lineer bilegimi, iki lineer bagimsiz ¢oziimiin lineer bile-
simi olmadigindan genel ¢oziim degildir. Ashnda y = 163" +c,e%" lineer
bilesimini, ¢y = ¢; + ¢» olmak iizere y = cpe3® seklinde bir parametreye
bagli olarak yazabiliriz. Bir tek keyfi sabit bulunduran bu fonksiyon,
kuskusuz bu ikinci basamak denklemin genel ¢oziimu degildir.

Buradaki birinci ¢oziim ile lineer bagimsiz bir ¢oziim bulmahylz
ama, bunu nasil gerceklestirecegiz? Elimizde halihazirda e3* gibi bir
coziim bulundugundan, basamak diigurmek iizere Teorem 4.7’yi uygu-
layabiliriz. u« simdi belirlenecek bir fonksiyon olmak tizere

y = e*u
diyelim. O zaman
dy  s.du d*y d*u du
4 el 3 3z Z9 3$_ Ge 3z 9/3&: ,
dr dx+€u I d2+ d+€u

olur ki bunu (4.13)’te yerine koyarak

d*u du du
( W—I—GBxd +9e3xu>—6( %+3e3xu>+963“’u:0

yahut
4, AU

dr?
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elde ederiz. w = i—: dersek bu denklem

dw dw
3z

=0 — =90

dx VR
haline gelir ki, bu birinci basamak denklemin genel ¢éziimi, ¢ bir keyfi
sabit olmak tizere sadece w = c’dir. Bir 6zel coziim olarak w = 1 alir
ve w = i—“ oldugunu hatirlarsak, ¢y bir keyfi sabit olmak iizere

U=2I+Cy
bulunur. Teorem 4.7’den, cp’in her se¢imi i¢in ue® = (z + cp)e®*
fonksiyonunun, (4.13)’te verilen ikinci basamak denklemin bir ¢6zimi
oldugunu biliriz. Yine ayni teorem bu coziimiin onceki bilinen ¢oziim
ile lineer bagimsiz oldugunu soyler. ¢y = 0 alarak

y = e’ (4.14)

¢Oziimiini elde ederiz. Boylece katl kok olan 3’e kargilik (4.13) denkle-
mine

e ve ze®

lineer bagimsiz ¢oziimlerini buluruz.
Buradan (4.13) denkleminin genel ¢éziimii

_ 3z 3z
Y = €77 + cozxe””,

veya y = c1e’® + coze®® (4.15)
olarak elde edilir.

Bu 6rnegi rehber alarak yeniden, (4.11)’deki n. basamak denkleme
dénelim. m, (4.12) karakteristik denkleminin ki katle gercel kokil ise,
€™ ve xe™* fonksiyonlarinin bu koke karsilik lineer bagimsiz ¢oziimler
olmalarini bekleriz. Durum gercekten boyledir. (4.12)’nin iki katlh
gergel kokil m, ve diger (n — 2) tane farkl gercel kokii

my, Ma, ..., Mp_2
ise, (4.11) denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimleri

My 2%
e, xe™, et e ., et
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olacak ve genel ¢oziim;
y = c1e"" 4 cowe™ + c3e™  + cg€™ + e

veya
y = (c1 + x)e™ + c3e™7 + g™ 4 e

olarak yazilabilecektir.
Benzer olarak (4.12) karakteristik denkleminin m. gibi d¢ katl bir
gercel koki varsa,

emal:7 xemx7 ve :L,Zemx

fonksiyonlar: bu koke kargilik olan lineer bagimsiz ¢oziimlerdir ve genel
coziimiin bu koke kargilik olan parcast;

(c1 + ez + c32”)e™
olacaktir. Boyle devam edersek bu II. haldeki durumu su teoremde
ozetleyebiliriz:

TEOREM 4.10. (i) (4.11)’deki n. basamak sabit katsayili ho-
mojen lineer diferansiyel denkleme ait (4.12) karakteristik denkleminin
m. gercel kokii £ katli ise, (4.11) denkleminin genel ¢6ziimiiniin bu kdke
kargilik olan parcast;

(c1 + x4 ...+ cpa®™1)e™®

olur.

(ii) (4.12) karakteristik denkleminin geri kalan koékleri gergel ve
farkli myyq, ..., m, sayilar ise, (4.11) denkleminin denkleminin genel
¢ozimu

y=(c1+ecx+.. .—|—ckxk_1)em‘” + Cpg1 €M 4 oo™ 4 e e

fonksiyonudur.

(iii) (4.12) karakteristik denkleminin geri kalan koklerinden bazilar:
daha gercel ve katli ise, ¢oziimiiniin bu koklere kargilik olan parcalar
(i). kisimda m igin bulunana benzer ifadelerdir.

Simdi baz1 ornekler ele alacagiz.
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Ornek 4.21.
d3y d?y dy
— —4— — 3— 18y =0
dz? dz? dx +

diferansiyel denkleminin genel ¢éziimiini bulalim.
m® —4m® —3m +18 =0

karakteristik denkleminin kokleri 3, 3, — 2 oldugundan genel ¢oziim

92 —2x

y = 13 4 coxe® + cze veya y = (c1 + cox)e®” + cae

olarak yazilabilir.

Ornek 4.22.

d*y d3y d*y dy
I S Y
o 5d1:3+6d e Y

diferansiyel denkleminin genel ¢éziimiini bulalim.
m* — 5m® +6m* + 4m — 8 =0

karakteristik denkleminin kokleri 2, 2, 2, — 1 oldugundan denklemin
genel ¢oziimiiniin bu koke karsilik olan parcast;

y = (c1 + oz + c32?)e™

ve -1 basit kokiine karsihk olan parcasi;

Yy =cge "

olur ki genel coziim
-

Y = (01 + cox + C3ZL‘2)€2m + cqe

seklinde vazilabilir.
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D. III. Hal: Eslenik Kompleks Kokler

(4.12) karakteristik denkleminin; a,b sayilart gergel ve 12 = —1
olmak tizere, a + ib kompleks sayisini katli olmayan kok kabul ettigini
varsayalim. Karakteristik denklemin katsayilar: gercel oldugundan, a—
1b eslenik kompleks sayisi da katli olmayan bir koktiir. O zaman denk-
lemin genel coziimiiniin bu koklere kargihik olan parcasi; ki, ko keyfi
sabitler olmak tizere

kle(a-‘rib)m 4 k2€(a—ib)m

olacaktir. elet)7 ve ela=®)z jle tamiml fonksiyonlar 2 gercel degis-
keninin kompleks fonksiyonlaridir. Bunlari lineer bagimsiz iki gercel
fonksiyonla degistirmek isteriz. Bunu, her # icin dogru olan

¢ = cosh +isinb,

Euler Formiilii'nii! kullanarak gerceklestirebiliriz:
kle(a-l—ib)x + kge(a—ib)x _ kleameibm + k2€aw€—ibm — oW [kleibx + k2€—ibx]

= €™ [ky(cos bz + isin bx) + ko(cos bz — isin br)]
= e [(ky + k2) cosbz + i(ky — ko) sinbx] = e [¢y sin bx + ¢o cos bx+]

Burada ¢, = i(k1 — k2), ¢o = k1 + ko yeni keyfi sabitlerdir. Boylece
(4.11) denkleminin genel ¢oziimiiniin, a + ib katsiz kompleks kokiine
karsilik olan parcas;

e® [e1 sin bz + ¢5 cos b

olur. Bunu II. haldeki sonuclarla birlestirirsek, I1. hali de i¢ine alan su
teoremi elde ederiz:

TEOREM 4.11. (i) (4.11)’deki n. basamak sabit katsayili homo-
jen lineer diferansiyel denklemine ait, (4.12) karakteristik denkleminin
ikisi de katli olmayan a + ib, a — ib kompleks kokleri varsa, (4.11)
denkleminin genel ¢oziimiiniin bu koklere kargilik olan parcast;

e®(¢y sin bz + ¢5 cos bx)

IBu temel 6zdesligi ve kompleks iisler icin e*®T%% = 922 olacag gercegini
kompleks degigkenli fonksiyonlar teorisinden 6diing aliyoruz.



202BOLUM 4. 1KI VE DAHA YUKSEK BASAMAK DENKLEMLER,

olur.
(i) Ote yandan a+ib ve a—ib kompleks koklerinin herbiri & katl ise,
(4.11) denkleminin genel ¢oziimiiniin bu koklere karsilik olan pargasi;

e [(cl +...+ ckxk’l) sin bx + (Ck+1 +...+ cgkxk’1> cos bx]

olur.

Simdi baz1 ornekler ele alacagiz.

Ornek 4.23.
d?y
halit: =0
dz? Ty
diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiini bulalim. Bu denklemi daha
once 4.1 kismindaki teoremler icin kullanmistik. Simdi onun ¢éziimiini

Teorem 4.11°1 kullanarak elde edelim.
m?>+1=0

karakteristik denkleminin kokleri m = 44 oldugundan bunlar a =
0, b = 1 olmak tizere a+1b ve a—1ib seklindeki katsiz kompleks koklerdir.
Boylece genel ¢oziim

O.x(

y=e " "(cysinl.z + ¢ cos 1.x)

veya kisaca
Yy =c18inx + cycosx
olarak yazilabilir.
Ornek 4.24.
d?y

dy

diferansiyel denkleminin genel ¢éziimiini bulalim.

m? —6m+25=0

karakteristik denkleminin kokleri m = 3 £ 4¢ oldugundan bunlar,
a = 3, b =4 olmak tizere, a + ib ve a — 1b seklinde katsiz kompleks
koklerdir. Boylece genel coziim

y = ¥ (¢ sin 4z + ¢, cos 4x)
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olarak yazilabilir.

Ornek 4.25.

dy  dy d*y dy
GY 489 414 ZY 90 95y
Tor A + Mg — 205+ 25y =0

diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiint bulalim.
4 3 2 _
m* —4m° + 14m” —20m +25=0

karakteristik denkleminin kokleri herbiri ikiger katli olan 1427 kompleks
sayilar1 oldugundan bunlar, a = 1, b = 2 olmak tizere a + ib ve a — ib
seklindeki iki katli kompleks koklerdir. Boylece genel ¢oziim soyledir:

y = e”[(c1 + cox) sin 2z + (3 + ¢42) cos 21

E. Bir Baslangic Deger Problems

Simdi n. basamak sabit katsayili homojen lineer diferansiyel denk-
lemlerin ¢oziimleri ile ilgili sonuclari, bu denklemle yazilmig bir baslan-
gic deger probleminin ¢oziimiine uygulayalim.

Ornek 4.26.
d?y dy
y(O) =-3 (4.17)
y(0) = —1 (4.18)

baglangic deger problemini ¢oziiniiz.

Once Teorem 4.1% gore, bu problemin —co < 2 < oo arahgindaki
her z i¢in tamimli, tek bir ¢6zimii vardir. Simdi bu ¢ézimii bulacagiz.
Yani, (4.16) denkleminin (4.17) ve (4.18) sartlarin saglayan 6zel ¢ozii-
miinii arayacagiz. Biraz 6nce 4.24 6rneginde, (4.16) diferansiyel denk-
leminin genel ¢oziimiiniin

y = € (c; sin 4z + ¢, cos 4x) (4.19)
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odugunu bulmugtuk. Buradan

d
d—y = ¢%7[(3¢, — 4¢y) sinda + (4e; + 3¢z) cos 4x] (4.20)
s

elde edilir. Simdi baglangi¢ sartlarini uygulayahm. (4.17)’deki y(0) =
—3 sartini (4.19)’a uygularsak,

—3 = ¢€%(c; sin 0 + ¢y cos 0)
olur ki, bu da hemen

02:—3

(4.21)
haline gelir. (4.18)’deki 3'(0) = —1 sartini (4.20)’ye uygularsak,
—1 =€[(3¢; — 4cy) sin 0 + (4e; + 3¢y) cos 0]
olur ki,
dey + 30y = —1 (4.22)
verir. (4.21) ve (4.22)’den ¢, c¢o'yi ¢ozersek

{61:2
02:—3

olur. ¢;, ¢o’nin bu degerlerini (4.19) esitliginde yerlerine koyarsak, ve-
rilen baglangic deger probleminin ¢oziimii

y = ¥ (2sin 4z — 3 cos 4z)

olarak elde edilir. Bu sonucu, /(2)2 + (—3)2 = /13 ile carpip bolmekle
= /13> 2 sin4zx — 3 cos 4x
Y V13 VI3

seklinde yeniden yazabiliriz. O zaman sonuc, ¢ acisi

{sinqb: —\/%
Cos ¢ = \/%—3

olmak fizere y = v/13e* sin(dx + ¢) olarak yazlabilir
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1’den 24°e kadar problemlerdeki diferansiyel denklemlerin genel ¢o-

zimlerini bulunuz.

y' =5y +6y=0
y/I_le_3y:O

4y" — 12y" + 5y =0
3y" — 14y’ — 5y =10
ylll_3yll_yl_|_3y:0
y" —6y" + 5y +12y =0
y'— 8y + 16y =0
4yll+4yl+y:()

y' — 4y +13y =0

y" + 6y + 25y =0
"4+ 9y =0

Ay"4+y =0

. ylll_5yll+7yl_3y:()
. 4ylll+4yll_7yl+2y:()
. ylll_6yll+12yl_8y:()
CAy" + 4y" + 5y + 6y =0
. yllli_yll_kyl_y:()
Ay 4+ 8y" 4+ 16y =0
.4yi”—|—y:()

4y? =0

R I

DN = = b b b b O
O O 00 ~IT O U~ W~ O

27. yv _ 2yiv + ,U”I —

29, 4yiv o y/// o 3,7/” 4 y/ 4 2y =0

23. ¢y —3y" — 24" +2¢y' + 12y =0
24. y 4+ 6y" + 159" + 20y’ + 12y = 0

25’den 30’a kadar baglangic deger problemlerini ¢oziiniiz.

y' —y — 12y =0 9y" — 6y +y =0

25. { y(0)=3 26. { y(0) =3
y'(0)=5 y'(0) = -1
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y' — 4y +29y =0 Ay’ +4y' + 37y =0
27. { y(0) =0 28. { y(0) =2
y'(0) =5 y'(0) = —4
29.
y”l _ 6yll + 117/ _ 6y — O
y(0)=0
y'(0)=0
y"(0) =2
30.
y" —29y" + 4y — 8y =0
y(0) =2
y'(0)=0
y"(0) =0

31. 10. mertebeden sabit katsayili bir homojen lineer diferansiyel
denklemin karakteristik denkleminin kokleri

4, 4,4, 4, 2+31, 231, 2+ 34, 234, 2+ 31, 2— 31

olduguna gore, bu denklemin genel ¢éziimiinii bulunuz.

32. sin z fonksiyonunun

dy Py 'y dy

— 4+2—4+6-—+2—+5y=0

dz* + dz3 + dz? + dx oy
denkleminin bir ¢6zimi oldugu bilinmektedir. Bu denklemin genel
cOziimiini bulunuz.

Verilen ¢oziimlerinden yararlanarak asagidaki denklemlerin genel
coziimlerini yaziniz.

32. 2z —2?)y' +2(x— 1)y —2y=0, y1=x-1
3B.y'"+2y +y=0, y=e"

3. y" =3y +3y —y=0, y =¢€"

35. dz?y" — 8z + 9y =0, 1y = x3/2

36' y/// _ y// _ y/ + y — 07 yl — em’

37. " —dxy +2(22° — )y =0, y = ®’

38. 22 (1 +z)y" — 229/ +2y =0, yi=<x
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39. Qz+ 1)y — (dz+4)y +4y =0, 5 =e*
40. 22y +xy — 4y =10, 1y = z?

41. 1,  ag(2)y" + a1(2)y + az(x)y = 0 denkleminin bir ¢dziimi ise
y = uy; yerine koymasinin, ao(x)y” +a1(x)y' +ax(x)y = f(z) homojen
olmayan denklemini, bagli degiskeni v = v’ olan bir birinci basamak
lineer denkleme doniistiirecegini gosteriniz.

41. problemdeki yontemi kullanarak asagidaki denklemlerin genel
cozumlerini bulunuz.

42.?// —y = 62;1:7 Yy = ev

43.y" — 3y’ + 2y =€*, y; =€

Yoy +2y' =1, y=1

45.?// _ 3y/ 4 2y — 6957 Yy = eZm

46.y" — 3y’ 4+ 2y = xe®, Yy = €

479" +y=cosz, y =sinz

8.3 " +xy —y=1, y ==z

49.(2% +22%) " + 22y — 2y = (z +1)*, y1 ==z

50. 41. problemdeki yontem, y; homojen denklemin degil de ho-
mojen olmayan denklemin bir ¢oziimi oldugu zaman da dogru mudur?

EK ALISTIRMALAR

A) Ikinci Basamaktan Sabit Katsayili Homojen Denklem-
ler

Asgagidaki baslangi¢ deger problemlerinin ¢éziimleri ile tanimlanan
harmonik hareketlerin frekans ve genliklerini bulunuz.

1.y"+4y =0, y(0)=-13, 4'(0)=0

2. y"+64y =0, y(0)=-3, ¢'(0) =32

3.y +49y =0, y(0)=0, y'(0)=21

4. 4" +100m%y =0, y(0)=—10, '(0) = —1007
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Operatorlerin ozellikleri ile ilgili agsagidaki sorular: cevaplayiniz.
1. Dy ile yD arasindaki fark nedir?

2. (D+1)(D—2)cosxz=(D—=2)(D+1)cosz =
(D? — D — 2) cos z oldugunu gosteriniz.

3. (D+1)(D? +2)sin3z = (D*+2)(D + 1)sin 3z =
(D?+ D?+2D +2)sin 3z oldugunu gosteriniz.

4. (D+1)(D+z)e" = (D +2)(D+ 1)e*” midir? Agklayimz.
5. Hangi kogullar altinda
(D +7r1(2)][D + ra(2)]f () = [D + ro(2)][D + r1(2)]f ()
olur?

6. r(z)’i 6yle bulunuz ki, y = €*, [D+r(z)](D+z)y = 0 denkleminin
bir ¢oziimii olsun.

7. r(z)’i 6yle bulunuz ki, y = e*, (D+z)[D+r(z)]y = 0 denkleminin
bir ¢oziimii olsun.

8. (D—1/x)(D—1)y = 0 denkleminin bir genel ¢6ziimiinii bulunuz.
Hatirlatma: (D — 1)y = 0 denkleminin her ¢6ziimiiniin, asil denkle-
min de bir ¢oziimii olacagini goriniiz. Denklemin ikineci ¢oziimiini de
basamak diisiirme yoluyla bulunuz.

9. (D—1)(D—1/z)y = 0 denkleminin bir genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Asgagidaki denklemlerin genel ¢oziimlerini bulunuz.

1.y”:O 2yll_3yl_|_2y:()

3.y =2y +y=0 4. 9" +y —2y=0

5 94"+ 5y +4y =0 6.y —5y=0

7.y +5y=0 8. (4D*+4D+ 1)y =0

9. (9D —12D+4)y=0  10. 10y 4+ 6y +y =0

11. y" 4+ 10y + 26y =0 12. (225D% + 150D + 36)y =0

Agagidaki diferansiyel denklemlerin verilen kosullari saglayan ozel
cozumlerini bulunuz.
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1. y"+ 3y — 4y =0, x=0da y=4, ¢y =-2

2. y"+4y =0, r=0da y=2 ¢y =6

3.y —4y =0, z=0da y=1, 3y =-1

4. 25y" + 20y + 4y = 0, r=0da y=9y =0

5. (D*+6D +9)y =0, z=0da y=0, 19y =3

6. (D?+ 2D +5)y =0, z=0da y=1 z=7'de y=0

7. (D*+2D+5)y =0, r=0da y=1 z=n'de 3y =
Asgagidaki problemleri ¢oziiniiz.
1. 21 = z¢ + n7 olmadik¢a, 3" + y = 0 denkleminin, z = zy’da

Yy =1, *=1x;de y =1y kosulunu saglayan bir tek ¢oziimii oldugunu
gosteriniz.

2. XNmn hangi degerleri icin 3" + Ay = 0 denkleminin, y(0) =
0, y(m) =0 kosulunu saglayan sifirdan farkli ¢éziimii vardir?

3. Nmn hangi degerleri i¢in 3” + A%y = 0 denkleminin, 3'(0) =
0, ¥'(7) =0 kogulunu saglayan sifirdan farkli ¢oziimii vardir?

4. XNmn hangi degerleri i¢in 3" + A%y = 0 denkleminin, y(0) =
0, ¥'(7) =0 kogulunu saglayan sifirdan farkli ¢oziimii vardir?

5. 3" + Ay = 0 denklemini, y(0) = 0, y(z) = ¢'(7) kogulunu
saglayan sifirdan farkli ¢oziime sahip kilan yegane A degerlerinin,

tan A = A

denkleminin kokleri oldugunu ve bu denklemin sonsuz coklukta kokii
bulundugunu gosteriniz.

6. 2. problemi, ¢ — A2y = 0 denklemi icin ¢oziiniiz.
7. 4. problemi, ¢ — A2y = 0 denklemi icin ¢oziiniiz.

8. Bir I araliginda, ikinci basamaktan homojen bir lineer diferan-
siyel denklemin bir tam ¢dziimi, y = ¢; f(x) + cog(x) olsun.

d*y

Wi(f, 9)@ - [;;W(f, 9)] Zi +W(f,¢d)y=0
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denkleminin, tam ¢oziimii verilen fonksiyon gibi olan denklemlerden
biri oldugunu gosteriniz.

9. z(t) ve y(t), W(x,y) Wronskianlarimin W (t) degerinin sifirdan
farkli oldugu bir I arahiginda siirekli tiiretilebilen fonksiyonlar olsunlar.

(a) z(t) = r(t) cosO(t), y(t) = r(t)sin () kutupsal temsilini kulla-

narak W (t) = r*% oldugunu gésteriniz.

(b) r(t) = e ve O(t) = qt ise W (t) = ge** olacagin gosteriniz.

(c) x(t) nin herhangi iki ardigik sifir1 arasinda y(¢) nin de bir sifirt
bulunacagini ve bunun tersinin de dogru oldugunu gosteriniz. Yol gos-
terme:  (a) kismimin denklemlerini kullamimz, ya da kartezyen koor-
dinatlar1 [z(t), y(t)], kutupsal koordinatlar1 da [r(t), 8(t)] olan hareketli
noktanin geometrik davranisina bakiniz. Bu sonuc¢ Sturm ayirma teo-
reminden hangi noktada ayrilir?

10. (a) Kompleks iistellerin de gercel tisteller gibi davrandigini var-
sayarak

e#HOT — () +iv(z), P79 = u(z) — iv(z)

olacak sekilde u(z) ve v(z) fonksiyonlarmi belirlemek igin

e =cosf+isinh, e =cosh—isinh

Euler formiillerini kullaniniz.

(b) (a) sikkindaki fonksiyonlar ne zaman ay” + by’ + cy = 0 denkle-
minin ¢ozimi olur?

11. y = eP(Acoshgx + Bsinhgx) fonksiyonunun, karakteristik
denkleminin kékleri m = p & ¢,¢ # 0 oldugunda, ay” + by’ + cy = 0
denkleminin bir genel ¢oziimii olacagini kanitlayiniz.

12. Karakteristik denkleminin kokleri gercel ise, ay” + by’ + cy =0
denkleminin sifirdan farkli ¢céziimlerinin birden fazla sifira sahip ola-
mayacagini kanitlayiniz.

13. Karakteristik denkleminin my, mq kokleri farkl: ise

mix __ M2k

e e

y:
my — Mo
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fonksiyonunun ay” +by’+cy = 0 denkleminin bir 6zel ¢6ziimii olacagini
kanitlayiniz.

14. (a) (D —a)*f(z) = e®*D?*[e"% f(x)] oldugunu gosteriniz.

(b) (D — a)?*[(c1 + cox)e®] = 0 oldugunu gostermek i¢in (a)’daki
sonucu kullaniniz.

(c) Karakteristik denkleminin katli kokleri olan bir diferansiyel
denklemin bir tam ¢oziimiini elde etmek i¢in, (b)’deki sonucun nasil
kullanilacagini anlatiniz.

15. (a) D?(ze™™) = m2ze™® + 2me™  oldugunu gosteriniz.

(b) (a)’daki sonucu kullanarak P(D), D cinsinden ikinci dereceden
bir polinom oldugu zaman;

P(D)(ze™) = P(m)ze™ + P'(m)e™

oldugunu gosteriniz.

(c) Karakteristik denkleminin katli kokleri olan bir diferansiyel
denklemin ikinci lineer bagimsiz ¢oziimiini elde etmek icin (b) deki
sonucun nasil kullanilacagini anlatimz. Hatwrlatma: P(z) = 0 polinom
denkleminin x = r gibi bir katli kokii varsa, bunun P’'(z) = 0 polinom
denkleminin de bir kokii oldugunu hatirlayimiz.

16. Eger varsa D°, D~!, D~?lere ne anlam verebilirsiniz?

17. y = —,i—’z bagh degisken doniisiimiiniin ¢’ = P(z)y? + Q(x)y +
R(z) Riccati denklemini ikinci basamaktan, lineer
!

P
2~ (Q+ )7 + PRz=0

denklemine dontistiirecegini gosteriniz.
17. problemin coziimiini asagidaki denklemleri ¢ozmek icin kul-
laniniz.

18. xy = 2%y —y + 1
19. 2%y = 2% + (32 — 22)y + 2
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20. (cosz)y' = (cos? x)y* + (sinz — 2cosx)y + 5

B) Asagidaki denklemlerden herbirinin genel ¢6ziimlerini bulunuz.

1' ylll _ 3:1/” + yl + 5y — 07 2 ylll + 2y” + yl + 2y — O
3.y +5y" +3y2 -9y =0, 4. y —1/ "+y —y=0

5 y"+y =0, 6. y" —4y" — 3y + 18y =0
7.y +y =0, 8. (D*—10D% +9)y =0

9. (4D* — 4D3 — 3D*> + 4D — 1)y =0

10. y¥ — 2y™ — 8y + 16y" + 16y — 32 =0
11, i = 2yt g — ),

12. 16y¥ 4 8™ + 3" = 0,

13. (D* = 5D%*+6D? + 4D — 8)y =

14. (D )(D2—|—4D—8)y:()

15. (D2 +25)2(D? — 4D + 13)%y = 0

16. y" — 3y" — 2y" +2¢' + 12y =0

Agagidaki fonksiyonlart ¢6ziim kabul eden, gercel sabit katsayili ho-
mojen denklemler arasinda, en kiiciik basamaktan diferansiyel denklem-
leri bulunuz.

17. 3 —e ™% 42 18. cos2x — sin 3z
19. 1 —e™% 4 % 20. 5T — p2e2
21. re 2 cos 22. x%e~% + sin Hr

Asgagidaki denklemlerin, verilen kosullari saglayaan ¢oziimlerini bu-
lunuz.

23. " =3y +2y=0; xz=0day=0,y=2,9"=0

24. D3 —2D*> 4+ D—-2)y=0; z=0day=y =y =1

25. Y +5y" +4y=0; z=0day=1, z="dey =2

26. D> —6D*>+ 11D —6)y =0; z=0day=y'=0, v/ =2
27. y" = 3y"+4y=0; z=0day=1, vy =-8, 3y'=—-4

28 y”I—4y”+6yl+5y:0; m:OIday:O, ylzyllzl

2. " +9y"=0; z=0day=2, 9y =1, ¢y =-1

30. (D*+ 10D +169)%y =0; z=0day=1v¢ =¢" =0, y" =288
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3L.y? —y"=0; z=0day=9y=1,9"=3¢ y"=¢
32. " =" + 4y "+ 12y’ = 0; x=0day =0, ¢ =2,
y// =8, y/// — 26, y¥ = —80

33. y'"—y =0 z=0day =¢ =y’ =1 baslangic deger
probleminin c¢oziimiiniin Maclaurin seri acihmini bulunuz ve c¢oziimi
teshis ediniz. Hatirlatma: 3" (0) = y(0) oldugunu gér ve diferansiyel
denklemin tiirevini alarak y®(0) = y(0) elde et. Bu sekilde devam
ederek Maclaurin serisinin tiim katsayilarini bul.

34. sayet varsa, A nin hangi degerleri i¢in 4™ — Ay =0, y(0) =
y"(0) = y(1) = ¢'(1) = 0 baglangic deger probleminin sifirdan farkl
cOzimi vardir?

35. 34. problemi y(0) = 3"(0) = ¢"(1) = ¢""(1) = 0 baslangig
kosulu i¢in ¢oziiniiz.

36. em™mT M ™% fonksiyonlarinin Wronskianlarimin sifirdan

farkli olmasi icin gerek ve yeter kosul, my, ms, mjs’lerin farkli ol-
malaridir, ispat ediniz.

37. €™ ze™ 2™ fonksiyonlarinin Wronskianlarinin hicbir za-
man sifir olmayacagini kanitlayiniz.

38. a ve m gercel, a # 0 ise; e™*, cosax, sinaz fonksiyonlarinin
Wronskianlarimin hi¢bir zaman sifir olmayacagini kanitlayiniz.

39. X #£ 0 ise cos Az, sinAz, cosh Az, sinh Az fonksiyonlarinin
Wronskianlarimin hi¢bir zaman sifir olmayacagini kanitlayiniz.

40. y"" —=2y" +y' — 2y = 0 denkleminin lineer bagimsiz ii¢ ¢oziiminii
bulunuz ve Wronskianlarimin Abel formiiliinii sagladigin1 gédsteriniz.

Verilen ¢oziimlerinden yararlanarak asagidaki denklemlerin genel
coziimlerini yazinz.

Moy =y =2y=0, yr=e"
42. (1 -22)y"+2y' + (22— 3)y=0, y, =¢€"

43. 22" +4xy — 4y =0, y =2
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4.3 Belirsiz Katsayilar Yontemi

A. Yontem.

Bu kisimda n. basamak homojen olmayan sabit katsayili lineer
diferansiyel denklemleri inceleyecegiz. Boylece ilgilendigimiz denklem,
g, 1, . - ., @y ler gercel sabitler, b(x) homojen olmayan terimi genellikle
z’in sabit olmayan bir fonksiyonu olmak iizere

d”y dn—ly dy
ag s + a don—1 —+ ... an_lﬁ + any = b(ZL’),

(4.23)

seklinde olacak. Bu denklemin genel coziimiinin, y. timleyen fonksi-
yon, yani (4.23) denklemine kargilik olan homojen denklemin (bu denk-
lemde b yerine sifir konmakla elde edilen denklemin) genel ¢6ziimii,
y,'de (4.23) denkleminin bir ézel integral'i, yani bu denklemin keyfi
sabit bulundurmayan herhangi bir ¢oziimi olmak iizere

y:yc+yp

seklinde yazilabilecegini hatirlayalim. 4.2 kisminda tiimleyen fonksiyo-
nun nasil bulunacagini gordiik, simdi 6zel integral bulma yontemleri ile
ilgilenecegiz.

Once belirsiz katsaylar yontemini ele alacagiz. Matematik baki-
mindan konusursak, bu yontemin uygulanabildigi b fonksiyonlarinin
sinifi oldukca kisitlidir.  Ancak bu matematiksel bakimdan c¢ok dar
sinif, cesitli fiziksel uygulamalarda ¢ok onemli olan ve cok sik cikan
fonksiyonlart icine alir. Ayrica bu yontemin, uygulanabildiginde ¢ok
kolay olma gibi, ¢ok iyi bir yani vardir.

Once bazi tanimlar verelim.

TANIM. Bir fonksiyon

(1). (i) n, negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere z",

(ii) @ # 0, bir sabit olmak iizere €%,

(iii) b# 0, c'ler, birer sabit olmak {izere sin(bx + ¢),

(iv) b# 0, cler, birer sabit olmak iizere cos(bx + ¢),
veya (2) yukarndaki fonksiyonlarin bir sonlu ¢arpimindan olusuyorsa, bu
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fonksiyona bir belirsiz katsayr fonksiyonu veya kisaca BK fonksiyonu
denir.

Diferansiyel denklemdeki 6 homojen olmayan fonksiyon, BK fonksi-
yonlarinin bir sonlu lineer bilegimi ise, belirsiz katsayilar yontemi uygu-
lanabilir. Bir BK fonksiyonunun tiirevi, ya bizzat bir BK fonksiyonu-
nun sabit kat1, ya da BK fonksiyonlarinin bir lineer bilegimidir.

TANIM. Bir f BK fonksiyonu gozoniine alalim. f’nin kendisin-
den ve ardigik tiirevlerini lineer bilegimleri ile olusturan diger lineer
bagimsiz BK fonksiyonlarindan olusan kiimeye, f'nin BK kiimesi denir.

Ornek 4.27. Her z icin f(x) = z® ile tamimh f fonksiyonu, bir BK
fonksiyonudur. f’nin ardisik tiirevlerini alirsak

f'(z) =32 f'(z) =6z, f"=6, f"=0 V¥n>3

buluruz. Boylece fnin BK kiimesi S = {z3, 22 z, 1} olur.

Ornek 4.28. Her x icin f (x) = sin 2z ile tamimh f fonksiyonu bir
BK fonksiyonudur. f’nin ardigik tiirevlerini alirsak

f'(z) =2cos2z, f"(x)=—4sin2z,...

buluruz. Béylece f'nin BK kiimesi S = {sin2z, cos2z} olur.

Ornek 4.29. Her z icin f(x) = 22sinx ile tammh f fonksiyonu bir
BK fonksiyonudur. f’nin ardisik tiirevlerini alirsak

f'(z) =2zsinz + 2% cosz, f'(x) =2sinz +4xcosx + x*sinz,

f"(z) = 6cosx — 6xsinz — z°cos z,

buluruz. Boylece f'nin BK kiimesi
S = {x*sinz, 2°cosx, zsinx, rcosxz, sinz, coss}
olur.
Simdi A;’ler bilinen sabitler, u;’ler BK fonksiyonlar: ve

b:A1U1 —|—A2U2—|— +Amum
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olmak tuzere,

dny dn—ly dy
o~ + | +... -1 + a,y = b(x)

denkleminin bir y, 6zel ¢oziimiini bularak, belirsiz katsayilar yontemi-
nin uygulanigim gosterecegiz. Bu diferansiyel denkleme kargilik olan ho-
mojen diferansiyel denklemin, n tane olan lineer bagimsiz ¢oziimlerinin
daha onceden bulunmus oldugunu varsayarak soyle devam edelim:

(1) b’yi olugturan her wy, us, ... , u, BK fonksiyonu i¢in,

Slv 527 R Sm

BK kiimelerini olugturalim.

(2) S; C Sy, ise gimdilik S;’yi bir tarafa birakalim.

(3) Homojen diferansiyel denklemin n tane lineer bagimsiz ¢dziimii-
niin kiimesine H diyelim. (2) deki elemelerden geriye kalan kiimelerden
biri, mesela Sy, icin SyNH # () ise S kiimesi, " = 2?S;NH = () yapacak
en kiiciik tam dereceli zP ile carpilir ve S, yerine bu degismis S’ kiimesi
konur. Her seferinde BK kiimelerinden birini ele aldigimizi ve zP ile
carpma islemini sadece ilgili kiimeye uyguladigimizi unutmayalim.

(4) Simdi genel olarak elimizde

(i) Ne (2). adimda bir tarafa birakilmig ve ne ne (3). adiumda
degigtirilmis BK kiimeleri ve

(ii) (3). adumda degistirilmis BK kiimeleri
bulunmaktadir. Bu iki simiftaki kiimelerin bilegimi olan kiimenin tiim
elemanlarindan, bilinmeyen sabit katsayilarla bir lineer bilesim olustu-
rahm (belirsiz katsaylar).

(5) (4). adimda elde ettigimiz lineer bilegimin bilinmeyen katsayi-
larini, bu lineer bilegimi diferansiyel denklemde yerine koyarak ve onu
ozdes olarak saglamasini (bir 6zel ¢oziim olmasini) isteyerek belirleye-
lim.

Kabul edelim ki, yukaridaki anlatimimizdan bu yontemin karmasik
bir gey oldugu sanilacak. Oysa bir kere anlagildiktan sonra, icindeki
ozel hallerin ayr1 ayri ele alinmasina lizum bile kalmayacak.
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B. Ornekler.

Yukaridaki yontemle ilgili birkag drnek hergeyi agikhiga kavugtura-
caktir. Ik Ornegimiz (2). ve (3). adimlarn gerekmedigi basit bir
problemdir.

Ornek 4.30.

d? d
d—xg — 2% — 3y =2e” — 10sinx
diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiini bulalim. Buna ait homojen

denklem,
d*y dy
— —2—= -3y =
dz? PR 0
tiimleyen fonksiyonu

Yo = c16%% 4 coe™”

ve lineer bagimsiz ¢oziimlerinin /1 kiimesi
H={e*, ™"}

olmaktadir. Homojen olmayan fonksiyon 2¢* — 10sinz; €® ve sinz
gibi iki BK fonksiyonunun lineer bilegimidir.
(1) Bu iki fonksiyonun herbiri igin BK kiimelerini olugturalim:

Sy ={e"}, Se={sinz, coszx}

buluruz.

(2) S1 NSy =0 oldugundan bu iki kiime de hesaba katilacaktir.

3) SSNH =S,nNH = ) oldugundan S; ve S, kiimelerinin
degigtirilmesi gerekmez.

(4) S; U Sy kiimesinin elemanlarinin, heniiz bilinmeyen A, B, C
katsayilari ile bir lineer bilegsimini yapalim:

Ae* + Bsinz + Ccosz

(5) (4). siktaki lineer bilegimin belirsiz olan katsayilarini bulmak
icin, bunu diferansiyel denklemde yerine koyup, denklemin 6zdeg olarak
saglanmasini isteyelim. Yani bir 6zel coziim olarak

yp = Ae* + Bsinx + C'cosx
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fonksiyonunu 6nerelim. O zaman
y, = Ae® + Beosxz — Csinz, y, = Ae® — Bsinz — Ccosx
ve denklemde yerine koymakla
Ae® — Bsinz — Ccosx — 2(Ae® + Beosz — Csinx)—
3(Ae®” + Bsinz + Ccosx) = 2e* — 10sinz
veya
—4Ae” + (—4B + 2C) sinz + (—4C — 2B) cosz = 2¢* — 10sinx
bulunur. Benzer terimlerin katsayilarini esitlersek,
—4A =2 A=-1
{ —4B +2C = -10 ve buradan {B =2
—4C —-2B =0 C=—-1

elde edilir. Boylece denklemin bir 6zel integrali
1, )
Up =3¢ +2sinx — lcosx

olur ki, verilen homojen olmayan diferansiyel denklemin genel ¢oziimi

X

1
Y=Y+ Yp :C1€3x+626_ — §€x+281nx—cosx

olarak bulunur.

Ornek 4.31.

d? d
ey —3ﬁ+2y:2x2+6x+2x6x+463x
dx? dz

diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiini bulalim. Buna ait homojen

denklem,
Py dy
_ 3% 49y —
dx? dx+ y=0

tiimleyen fonksiyonu

Yo = c16° + 26"



4.3. BELIRSIZ KATSAYILAR YONTEMI 219

ve lineer bagimsiz ¢oziimlerinin /1 kiimesi
_ T 2z
H = {e*, e}

olmaktadir. Homojen olmayan fonksiyon 222 4 e* + 2ze® 4 4e3* de; 22,
e, re® ve €3 gibi dort BK fonksiyonunun lineer bilesimidir.
(1) Bu dort fonksiyonun herbiri igin BK kiimelerini olugturalim:

Sy ={2? =z, 1}, So={e"}, S3={ze®, &}, Si={e*}

buluruz.
(2) Sy C Sz oldugundan S, bir tarafa birakilacaktir. Geriye iig
kiime kalir.

Sy ={a? =z 1}, Ss={we", e}, S,={"}

(3)
ngH:{ex}%Q) ve fL'SgﬁH:@

oldugundan S kiimesi, S; = 253 = {z%e®, ze®} ile degistirilmelidir.
(4) Sy US;US, kiimesinin alti elemaninin, hentiz bilinmeyen
A, B,C, D, E, F katsayilari ile bir lineer bilegimini yapalim:

Az?> 4+ Br + C + De**® + Ez?e” + Frxe®

(5) (4). siktaki lineer bilegimin belirsiz olan katsayilarini bulmak
icin, bunu diferansiyel denklemde yerine koyup, denklemin 6zdes olarak
saglanmasini isteyelim. Yani bir 6zel coziim olarak

yp = Az® + Bx + C + De*® + Ex’e” + Fue”
fonksiyonunu onerelim. O zaman
y, =2Azx+ B + 3De¥ + 2Exe” + Ex?e® + Fe® + Fae®

yy = 2A + 9De + 4Exe® + 2Ee® 4+ Ex’e® 4+ 2Fe” + Fae®

ve denklemde yerine koymakla

(2A —3B+2C) + (2B — 6A)x +2Ax* +2De* — 2Exe” + (2E — Fe* =
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212 + €% + 2ze” + 43

bulunur. Benzer terimlerin katsayilarini esitlersek,

(2A —-3B+2C =0 (A=1
2B —-6A=0 B=3
24 =2 Cc=1I
2
9D — 4 ve buradan D_5
—2FE =2 E=-1
\2F — F =1 \ F'= -3

elde edilir. Boylece denklemin bir 6zel integrali
2 7 3z 2 T
Yp =T —|—3$—|—§—|—26 —z%e” — 3xe
olur ki, verilen homojen olmayan diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii

7
Y=Y+ Yp = c1e” + ce®® + 2% + 3z + 3 + 263 — 226" — 3pe”

olarak bulunur.
Ornek 4.32.

d* d?
d_]i _3d_xg+2y:3x2+4sinx—2msx

diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiini bulalim. Buna ait homojen
denklem,

tiimleyen fonksiyonu
Ye = C1 + C2T + 381N T + ¢4 COST
ve lineer bagimsiz ¢oziimlerinin H kiimesi
H=A{1, z, sinz, cosz}

olmaktadir. Homojen olmayan fonksiyon 3z + 4sinz — 2 cosz de; 22,
sin z, cos z gibi ¢ BK fonksiyonunun lineer bilegimidir.
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(1) Bu ii¢ fonksiyonun herbiri i¢in BK kiimelerini olugturalim:
S;={2* =z, 1}, So={sinz, cosz}, S3={sinz, cosz}

buluruz.
(2) Sy = S; oldugundan Sz bir tarafa birakilacaktir. Geriye iki
kiime kalir.

S;={2* =, 1}, Sy = {sinz, cosx}

(3)
SSNH={L, 2} #0 ve z2.S NH=0

oldugundan S; kiimesi S} = 225, = {2, 2*, 2%} ile degistirilmelidir.
Yine
SoNH ={sinz, cosz}#0 ve x.SoNH=1(

oldugundan S kiimesi S}, = {zsinz, zcosz} ile degistirilmelidir.
(4) S7 U S, kiimesinin beg elemaninin, hentiz bilinmeyen A, B, C,
D, E katsayilari ile bir lineer bilegimini yapalim:

Ax* + B2® + C2? + Dzsing + Excosz

(5) (4). siktaki lineer bilegimin belirsiz olan katsayilarini bulmak
icin, bunu diferansiyel denklemde yerine koyup, denklemin 6zdeg olarak
saglanmasini isteyelim. Yani bir 6zel coziim olarak

y, = Ax* + Bz® + C2® + Dxsinz + Excosx
fonksiyonunu onerelim. O zaman
y; = 4Az® 4+ 3B2* +2Cx + Dz cosz + Dsinz — Exsina + Ecosz

y;' = 12A42% + 6Bz +2C + 2D cosz — Drsing — Exzcosx — 2FE sin
y, =24Ax+ 6B — Dz cosx — 3Dsinz + Exsing — 3F cosx
y;” =24A+ Dzxsinz —4Dcosx + Fxcosx +4Esinx

ve denklemde yerine koymakla

2UA+20C +6Bx++12A2> +2E sinz — 2D cosx = 322 +4sinz —2cos
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bulunur. Benzer terimlerin katsayilarini esitlersek,

24A+2C =0 A=1
6B =0 B=0
12A=3 ve buradan C=-3
—2D = -2 D=1
2F =4 =2

elde edilir. Boylece denklemin bir 6zel integrali

1
Y, = Zx4—3x2+xsinx+2$COSI

olur ki, verilen homojen olmayan diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii

1
Y=Yt Yp =20 +02:r+63sinx+04cos:r+ix4—3x2+xsinx+2xcosx

olarak bulunur.

Ornek 4.33. Bir Baslangic Deder Problemi. Bu kismi, sonuclarimizi

) .
2714 _ 2% — 3y = 2e” — 10sinx

y(0) = 2 (4.24,4.25,4.26)
y'(0) =4
baslangi¢ deger problemine uygulayarak bitirelim. Teorem 4.1’e gore bu
problemin, —oo < z < oo araligindaki her z icin tanimh bir tek ¢coziimi

vardir. Simdi bu ¢éziimii bulalim. 4.30. &rnekte (4.24) diferansiyel
denkleminin genel ¢oziimiiniin

1
y =c1e’" + coe™" — 56“7 +2sinz — lcosx (4.27)
oldugunu bulmusgtuk. Buradan
1
y = 3ci1e® — cpe™" — 56‘” +2cosz +sinx (4.28)

elde edilir. (4.25) ve (4.26) baslangic sartlarini sirasiyla (4.27) ve
(4.28)’¢ uygularsak,

2 =1 4 cpe® — 2% + 28in0 — 1 cos 0
4 =3c1e® — ce’ — 1e® + 2cos 0 + sin 0
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elde edilir. Bu denklemler sadelegerek

_ 7 3
c1+c =3 =3
{ 2, ve buradan 1= 2

361—0225

bulunur. ¢ ve ¢x’nin bu degerlerini (4.27)’de yerine koyarak verilen
baglangic deger probleminin ¢oziimiini

3 1
y = 563“’4—26_‘” — §ex+251nx— 1cosz

olarak yazariz.

ALISTIRMALAR

1-17. problemlerdeki diferansiyel denklemlerin genel c¢oéziimlerini
bulunuz.

1. Ly 39 4 9y = 452

dxz?

2. Py _odi gy — 42 _21e

dxz?

3. Y 4 2% 4 5y — 65in 22 + 7 cos 2z
4. T4+ 2% 4 2y = 10sin 4z

5. dx2+2dy+4y:cos4x

6. Ty poly 3810y = gre

7. Ly Ly 38 5y — 5sin 2z + 1022 — 30 + 7

dz3 dxz?

8. Ly 4%y 5 43y =3s5 8

dz3

9. Ly 1 A _ 6y =10e> —18¢% — 61 — 11

dxz?

10. 24 — 34 1 4y = 47 — 18¢7"

dz3

11. dg—y—l— dy =222 +4sinzx

dz3

12. Ly 38% 4 98y — 300 4 62 — 61

dz? da?3

13. Ly g2y 4 11% — 6y = 2" — 42 + 6et*

dz® dxz?
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14. Ly +y=zxsinzx

dx?

15. 2272 + 4y = 1222 — 16z cos 2z

16. ﬂ_5@+7%— %+6y:5sinx—12sin2x

drd dxz3

17. Ly oy _ 38y — 1842 4 162e” + 4657 — 9

dz? dz?

18-21. ahistirmalardaki baslangi¢c deger problemini ¢6ziiniiz.

18.
Py 4 W 3y = 942+ 4

y(0) =6
y'(0) =8

19.
2 .
94 +4% 4 13y = 5sin 2z

y(0)=1
y'(0) = =2

20. 2
4 +y=32"—4sinz
y(0) =0

y'(0) =1

921,
%_4%+%+6y:3xe$+26x—sin2x
y(0) = %
y'(0) =0
y"(0) =0

22-30. ahstirmalardaki diferansiyel denklemler icin, belirsiz kat-
sayilar yontemiyle 6zel ¢6ziim bulmak tizere, dogru fonksiyonlarla lineer
bilegimler yaziniz. (Ozel integralleri bulmamz gerekmez).

22, Ty 6l 4 gy — 33 4 up e

dxz?

23. L4 4 9y =3 4+ 73 4 3 sin 3y

dx?

3 2
24. 44 — 394 + 2% = 7267 + 33> 4 5a
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25. % — 6% +12% — 8y = ¥ + g%

26. LY 138y 4 4Py 4 3du 4y — y2077 4 36737 cos Y

27. j%{ — 16y = 22 sin 22 + z*e?*

d6 d5 d4 _ _ .
28. T4 42T L +55 4 =0° +2%e " + e Tsin 2z

29. LY 1 3%y _ 4y — ¢0s? — cosh

drd dxz?

30. 9% 41024 4 9y = sinsin 2z

EK ALISTIRMALAR

A) Asagidaki diferansiyel denklemlerin genel ¢6ziimlerini bulunuz.

1. y"4y = 162 + €7,

2. 4" 4+ 25y = 100 + 125sin 10z

3. 4y"4y = 15 cosx + 10e”,

4. 9y" 4+ 16y = 32 — 50e” + 40 cos 2z

5. 22 — y? = r? hiperboliiniin parametrik denklemlerinden biri;
é, sekildeki POA hiperbolik dilimin u alani ile 2/7? nin carpimina esit
olmak tizere, x = rcosh ¢, y = rsinh ¢ dir. Bir parcacik, egrinin pozitif
parcasini ¢izmekte ve bu yiizden u, sabit r’w/2 hziyla artmaktadir.

(a) z ve y yi t nin fonksiyonu olarak ifade ediniz.
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(b) Herbiri 2” — w?z = 0 denkleminin bir tam ¢6ziimii olan {i¢ farkh

analitik ifade bulunuz.

5(b) yi kullanarak agagidaki homojen olmayan denklemlerin tiimle-

yen fonksiyonlarini bulunuz.

CO ~J O O W= W N =

— o O
= o DN — O

.y — 9y =sinlnz,

Syt =81y = e~

. 11y" — 396y = sinhtan™! z,
. 17y" — 153y = (cos z) /x

O 0o~ D

Asgagidaki baglangic deger problemlerini ¢oziintiz:

10. 4™ + ¢ = 40?7, y(0) = 3,9'(0) = 7,y"(0) = 7,y"(0) = 15
11y —y=132°,  y(0) =4'(0) =¢"(0) = ¢"(0) =78

12,y —y" =2sinz,  y(0) =¢'(0) =y"(0) = y"(0) =0
13,y +y" =e"™2 (0 (0) =2,9"(0) = y"(0) =0

14. y® —y = 2sinh z, y(0) =4'(0) =4"(0) = y"(0) =0

B) Asagidaki denklemlerin tam ¢oziimlerini bulunuz.

"+ 4y’ + by = 2€”
Y+ 4y +3y=x—1
Yy =2+ 2

Y —y =¥+ 2e*

. (D*+4D 4+ 4)y =ze™®
(D*+ 1)y =€®sinz

. y" —by' + 6y =coshz

.y =5y +4y =coshzx

. y" 4y =cosx+ 3sin 2z

.y + 4y + 13y = cos 3x — sin 3z
.y 4+ 3y =2cos3x +sinx
Y+ 2y + 10y = 2522 — 3e7"

2

YT+ 2y +y = cost x
. 10y" — 6y’ +y =30sinz cosz
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15. (a) Y = —coshz’in, 4" +¢' — 2y = e* denkleminin bir 6zel
coziimi oldugunu goosteriniz.

(b) Y = Acosh z’in bir 6zel ¢6ziim olmasi i¢in A y1 belirleyiniz.

C) Asagidaki denklemlerin verilen kogullar saglayan ¢éziimlerini
bulunuz.

1.y"+4y +5y=20e* z=0day=9y" =0

2.y +4y +4y=8x—10 z=0day=2, 34" =0

3.y +4y +3y=4e* z=0day=0, ¢y =2

4.9y"+2y +5y=10cosz xz=0day=5, vy =6

5.V = % nin y” +k%y = sin M denkleminin bir 6zel ¢oziimi

oldugunu goosteriniz. A — £ limit halini inceleyiniz.

6 . y" —2ay’ + a’y = eM denkleminin, A\ = a icin y" — 2ay’ + a’y =
eM denkleminin ¢oziimiine giden ¢oziimiini bulunuz.

7. Yy ve Yo, ' + P(z)y + Q(z)y = R(z) homojen olmayan den-
kleminin, iki ¢coziimi olsun. Eger varsa, c¢; ve ¢ nin hangi degerleri icin
Yy = c1y1 + c2y2 nin de bu denklemin bir ¢oziimii olacagini aragtiriniz.

C) Asagidaki denklemlerin tam ¢oziimlerini bulunuz.

D* +8D? — 9)y = 92* + 5sin 27

(

2. (D3+D*+3D—5)y=¢"
(D*+2D3 —3D? —4D +4)y =¢°
(D3 — 7D +6)y = e — be**

. y® 4+ 4y = cos x sin 2

Y 2y + 2y =e T cosx

Y =2 +y = 2"

w ~I O Ot e W

'y//_2y1+y:x€x_ex
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9 . yu_+_y — 1

1+sinx

10. 4y” + 8y’ + 5y = e Tsecx

11. 3" +5y" + 9y + 5y = 3e**

12. " +2y +y=e"ln |z |

13. (D—-1P%y =%

4. (D*+ D)y =4cosx

15. D*(D? 4+ 1)y = 32> + 4sinz — 2cosz
16. (D? —3D? +4D)y = 4e* — 18

17. (D*+3D+2)y =<

18. (D+2)(D*+2d+2)yy=x—sinz
19. (D+1)3y=1-3e""

X

D) 1-10. problemlerde belirsiz katsayilarla 6zel ¢oziim bulmak
icin uygun fonksiyonlarin bir lineer bilesimini olusturunuz. Verilen den-
klemler saglanacak sekilde belirsiz katsayilari belirleyiniz.

"

Lyt =2y
(D +1)? 4+ 9]y = e” sin 3z

. D*D+5y=z+e

. (D —1)*(D? — 4)y = 2z sinhz — cosh 2z
Yy — 6y + 12y — 8y = 22e3 — Txe2x

- (D?*4+4)3(D + 1)y = 10€* + 3z?%sin 2z

" __

y' — 2y = cosh 3z

C YU 4 29V 4 5y = 52® — x%e™® 4 e—x cos 2
.y 4y = 64cos 2z
. (D—-13y = (z+1)%" — 3zcosz

Ne} co ~J (@] [ e w [\ —

10. 4" + 3y" — 4y = sinhz — sin? 2
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4.4 Sabitlerin Degisimi Yontemi

A. Yontem.

Belirsiz katsayilar yontemini uygulamak ¢ok kolay (sadece lise bil-
gisi yeterli) oldugu halde, uygulama alani nisbeten kisithidir. Mesela

elimizde

d*y

dr? +y —tanz
gibi bir denklem olsa artik bu yontemi uygulayamayiz. Bu ytizden,
tiimleyen fonksiyonu bilindikten sonra degigsken katsayili diferansiyel
denklemlere bile uygulanabilecek sekilde bir 6zel integral bulma yonte-
mi arayacagiz. Iste asagida inceleyecegimiz sabitlerin degisimi yontems,
boyle bir yontemdir.

Bu yontemi genel, degisken katsayili, ikinci basamak
2
ag (x)jxg + al(x)ji + as(x)y = b(x), (4.29)

denklemine iliskin olarak gelistirecegiz. y; ve y, fonksiyonlar: bu denk-

leme ait 2 p
ag (x)d—xg + al(w)ﬁ + as(x)y =0, (4.30)
homojen denkleminin lineer bagimsiz iki ¢6zimi olsun. (4.29)’a ait

timleyen fonksiyon; c¢1, ¢y keyfi sabitler olmak tizere

C1Y1 + C¥Y2

olacaktir. Sabitlerin degigimi yonteminde, tiimleyen fonksiyonda bu-
lunan ¢y, co sabitleri vy, vy fonksiyon’lart ile degistirilir ve sonra bu
fonksiyonlar,

VY1 + Vaya (431)

ifadesi, (4.29) denkleminin bir 6zel integrali olacak sekilde belirlenir.
sabitlerin degisimi adi da buradan gelir.

Elimizde (4.31)’in, (4.29) denklemini saglamasi gibi bir sart ve vy, vy
gibi iki fonksiyon bulunuyor. Bu sebepten, birinciyi ihlal etmeyen ikinci
bir sart koyma serbestligimiz var.
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Simdi denklemimizin (4.31)’deki gibi bir ¢6ziimii oldugunu varsaya-
lim ve
Yp = VY1 t V2Y2 (4.32)

vazalim. (4.32)’nin tiirevini alirsak iisler tiirevleri gostermek iizere
Y, = V1Y) + vayh + VY1 + vhys (4.33)

elde ederiz. Yukarida soziinii ettigimiz ikinci sart1, y”’nin ifadesinde
vy, vo’lerin ikinci tiirevlerlerinin bulunmasini 6nleyecek sekilde koyalim:

VY1 + Vhys =0 (4.34).
Bu sart konduktan sonra (4.33) denklemi
Y, = V1Y + Valy (4.35)

haline gelir. Boylece (4.35)in tiirevini alirsak,

Yy = v1y] + vays + VY + 5y (4.36)
elde ederiz. Simdi (4.32)'nin (4.29)’u saglamasi temel gartini uygulaya-
cagiz. Onun igin (4.29) denkleminde v, Z—gyc, 3272 yerine sirasiyla (4.32),

(4.35) ve (4.36) ifadelerini koyup

ag[viyy + vayy + VY1 + vays] + an[viy + vays] + asviyr 4+ vaye] = b
ozdegligini elde ederiz. Bunu yeniden diizenlersek,

vilaoyy +a1y; +asy1] +valaoys +arys+asye] + aolviyy +vgys] = b (4.37)

buluruz. y; ve ys, (4.30)’daki homojen diferansiyel denklemin ¢6ziimi
oldugundan, (4.37)’deki ilk iki koseli parantezin ici sifirdir. Boylece
geriye sadece

b
%%+%%=% (4.37)

kalir. O halde verilen diferansiyel denklem ve bizim sonradan koydu-
gumuz sart, vy, vo'nin

vyl + v = 2 (4.39)

ao

{ ViYL + vyye = 0
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kosullarini saglamalarini gerektirir. o, v cinsinden cebirsel denklem
sistemi olan bu egitliklerin katsayilar matrisinin determinanti; ¥, y2
coziimlerinin

Y1 Yo
Yo Y
Wronski determinantidir. y1, yo, (4.29)’a ait (4.30) homojen diferansiyel
denkleminin lineer bagimsiz ¢oéziimleri olduklarimdan, Wy, y2) # 0
olacagini biliyoruz. Boylece (4.39) sisteminin bir tek ¢oziimi vardir.
Bu sistemi ¢ozeresek,

W(yla?h) =

> o

N~ N

y
. Y2l _ bys vl =

Wy, y2) _GOW(yla Yo)’

buluruz. Boylece vy, v9 fonksiyonlarini

x busdt x by, dt
Ul(x):—/ e — Ug(x):/ A (4.40)
aoW (y1, y2) aoW (y1,y2)

wl by
Wy, y2) aoW (y1, y2)

=]

!
v =

olarak elde ederiz. Artik (4.29) denkleminin bir 6zel integrali, vy, vo’ler
(4.40)’da verilen fonksiyonlar olmak iizere

Yp = V1Y1 T V2Y2

olacaktir.

B. Ornekler.

Ornek 4.34.
&y +y =tanx (4.41)
ez YT '

Bu denklem icin tiimleyen fonksiyon
Ye = C1 81N T + Co COS T
olur. Simdi vy, vy fonksiyonlarini,

Yp = U1 SID T + vy COS T (4.42)
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fonksiyonu (4.41) denkleminin bir 6zel integrali olacak sekilde belirle-
yecegiz.
Y, = U1 COST — Uy Sin x + v sin z + vy cos x

tirevine
vysinz +vhcosz =0 (4.43)

sartini uygularsak,
Y, = U1 COST — Vg Sin

ve buradan tekrar tiirev alirsak,
Yy, = —U1SINT — Uy COS T + V) COST — vy sinx (4.44)
elde ederiz. (4.42) ve (4.44)’1 (4.41)de yerlerine yazarsak,
v} cosz — vysinx = tanz (4.45)

olur ki, (4.43) ve (4.45), v}, v} fonksiyonlarini hesaplamamza imkan
verecek bir lineer denklem sistemi olugtururlar:

visinz + vhcosz =0
vicosx — vhsinx = tanx

Katsayilar matrisinin determinanti W (sinz,cosz) = —1’den ibaret
oldugundan,
0 CcoS T
, tanxz —sinz —cosztanx )
vy = = =sinz,
-1 -1
sin x 0
, cosz tanz sinztanz —sin’zx
Vo — = =
2 —1 —1 CcoS T
cos?x —1

=  ——— = COST —secx
COS X

bulunur. Bunlari integre edersek,

M = —Cosx +c3
ve =sinz — In|secz + tanz| + ¢4

(4.46)
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elde ederiz. (4.46)’y1 (4.42)de yerine yazarsak,
Yp = [—cosz + ¢3]sinx + [sinx — In|secx + tan x| + ¢4 cos x

= —sinzcosz +cgsina +sinzcosx — cosx In | secx + tan x| + ¢4 cos
= ¢3sinx + ¢4 cosx — cosz In | sec z + tan x|

olur. Ozel integralde keyfi sabit bulunmayacagindan ¢y, ¢;'ve sirasiyla
A, B degerleri vererek 6zel integrali

y, = Asinz + Bcosx — cosz In|sec x + tan z|
olarak yazacagiz. O zaman genel ¢6zim; ¥ = ye + Yp,
y=cisinz +cycosx + Asinz 4+ Beosx — coszIn |secx + tan x|
olur ki bu, C|, =¢; + A ve Cy = ¢y + B olmak tizere
y=Cysinx + Cycosz — cosz ln|secz + tan z|

seklinde yazilabilir. Ozel integralin (4.46)’daki ifadesinde ¢; = ¢p = 0
alsaydik tamamen ayni sonucu elde edecektik.

Sabitlerin degisimi yontemi daha yiiksek basamaktan diferansiyel
denklemlere de genisletilebilir. Yontemin genel n. basamak diferan-
sivel denklemlere uygulanabilirliginin ispati, 11. Boliim’de verilecek.
Simdi bu genigletmeyi (4.35) 6rnegi ile gosterecegiz ama ayni denklemin
belirsiz katsayilar yontemiyle daha kolay c¢oziilebilecegini farketmis ol-
malisiniz.

Ornek 4.35.
Py d%y dy
_ 22 By =e” 4.4
73 de2 +11dm 6y =e¢ (4.47)

Bu denklemin tiimleyen fonksiyonu

Yo = 167 + 2% + 56>

olacaktir.
Yp = v1€” + v2e”" + v3e™ (4.48)
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seklinde bir 6zel integralin varligini kabul edecegiz. vy, w9, wvs gibi ¢
fonksiyonumuz oldugundan bunlar iizerine ii¢ sart koyabiliriz. Tiirev
alirsak,

U = 016" + 2096 + 3u3€> + vie” + vhe™ + vie®”
elde ederiz. Burada
vhe” + vne’ + vge®” =0 (4.49)

sartini kosarsak,
y; = 1% + 2096%" 4 3u5e>” (4.50)

ve tekrar tiretme ile,
Yy = v1€”" + 4voe™ + Yuze™ + v e” + 205e™” + Bvge®
buluruz. Simdi de
vhe” + 20he*” + 3vhe® =0 (4.51)
sartini kosalim. O zaman
yI’J' = 116" + 4v9e®® + Q33T (4.52)
ve turetme ile,
y;” = v16” + 8upe®™ + 2Tv3e® + v e” + dvhe™ + ke (4.53)

bulunur. (4.48), (4.50), (4.52) ve (4.53)’1, (4.47) denkleminde yerlerine
koyarak

v1€” + 8uae™ + 273 + Vi e” + dvhe® + Juie®”

—6(v1€” + 4v9€®® + Ju3e®) + 11(v1€” + 2u9e™ + 3v3e>")
—6(vi€” + v9e®" + v3e**) = €”

veya kisaltmalardan sonra

vhe” + dvhe® + ke = e” (4.54)
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elde edilir. Boylece v}, vh, v4 bilinmeyenleri i¢in (4.49), (4.51) ve (4.54)

gibi ii¢ tane denklem elde ettik:

vie” + vhe®® + vjed” =0
vie® + 2vhe? + 3v4e3® =0
vie® + dvhe + Juhed® = e”

Katsayilar matrisinin determinanti,

e 62;17 €3$
W(e", e*,e*) = | e* 2e* 3e3*| = 2e%
et 4e?* 93
oldugundan,
0 8295 6331:
0 2e?® 3¢’
, e’ 4e?®  9ed” 1
Y= 2ebx —
er 0 e er e 0
e 0 3e* et 2e* 0
, et ¥ 9e3 r , et 4e?T e 1 _
Uy = =—e " v;= = —¢
2eb 2e57 2

2x

elde edilir. Bu ii¢ ifadeyi biitiin integrasyon sabitlerini sifir alarak in-

tegre edersek,
1 1

V1 = &, Uy = e_g”, V3 = —16_237

2
elde edilir ki,

1 1
Yp = 51'637 4 e—m€2m _ Ze—Qmei’)m — §I€x + Zex
ve boylece
1 3
Y=Yt Up = 167 + o™ + ™ + Cwe” + €7

bulunur. Son bir basitlegtirme yaparak ¢, = ¢ + 3/4 dersek genel

¢Ozim,

1
y = e + ce®™ 4 e + §$€x
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olarak yazilabilir.

4.34 ve 4.35 numarali orneklerde diferansiyel denklemlerin katsayila-
1 sabit idi. Bu kismin bagindaki incelemeler, y,. tiimleyen fonksiyonu bir
kere bulunduktan sonra, bu yontemin degisken katsayili denklemlere de
uygulanabilecegini gostermigti. Simdi bunu Ornek 4.36’da ele alacagiz.

Ornek 4.36.

& d
@2+ 1) 2L — 209 4oy — (a2 + 1) (4.55)
Mh

dz? d

4.15 numarali ornekte bu denklemin tiimleyen fonksiyonunu bul-
mustuk:
Yo = 1T + cp(2” — 1)

Bu yiizden (4.55)’in genel ¢oziimiini, vy (z) ve vo(z) belirlenecek fonk-
siyonlar olmak iizere

Yp = 01T + vy(z® — 1) (4.56)
seklinde disiintiyoruz. Tiirev alarak
Yy = v1 + 2305 + V)3 + vy(z” — 1)

ve
vz +uvh(z? —1) =0 (4.57)

kabul ederek
y; = v + 2209 (4.58)

buluruz. Buradan yeniden tiirev alirsak,

Yy, = 203 + vy + 220y (4.59)
buluruz. (4.56), (4.58) ve (4.59)’u (4.55)denkleminde yerlerine koyarsak
(2% 4+ 1) (20 + v +220h) — 22 (v +220y) + 2[v1 7+ vo (2 — 1)] = 6(2+1)?
veya sadelestirmeyle

(2% + 1) (v} + 22v5) = 6(z* + 1)* (4.60)
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elde ederiz. Simdi v} ve v} bilinmeyenlerini belirlemek i¢in elimizde
(4.57) ve (4.60)’tan olugmusg bir sistem var:

vz +vh(z? —1)=0
(22 + 1) (v} + 2zvh) = 6(z* + 1)?

Bu sistemi ¢ozersek, katsayilar matrisinin determinanti

2
2 | -1 2
W(z,z>—1) = 1 oy ‘—x +1
oldugundan,
‘ 0 352—1‘
+ —6(2x?2 + 1) (22 -1
o = 6(x 13 2z | _ (x +2 & ):—6(x2—1)
e+ 1 e +1
ve
z 0 ‘
+ 6z (2% + 1
Uézlf(xl):x(;v%—):m
T +1 e +1

bulunur. Bunlarin integre edilmesiyle, integrasyon sabitlerinin ikisi de
sifir alinarak

{ v = —22° + 62 (4.61)

Vo = 3372
elde edilir. (4.56)’dakileri (4.56)’da yerlerine koyarsak

Yp = (—22° 4+ 62)z + 32%(2* — 1) = 2* + 327
olur. Béylece (4.55)’in bir genel ¢éziimi
Y=yt 1y, =z +er’ — 1) + 2" + 32

olarak yazilabilir.
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C. Ozel Integraller Icin Ust Uste Bindirme
llkesq.
Bir lineer diferansiyel denklemin homojen olmayan terimi, iki ya da
daha fazla fonksiyonun lineer bilegimi olarak ifade edilmigse, agagidaki

teorem Ozel integral bulunmasinda kolaylik saglayabilir.

TEOREM 4.12.

Hipotez 1.
(1) f fonksiyonu,
d ! d
ao() T + (@) T + (@) 2 +an(a)y = Fla),  (462)

denkleminin bir 6zel integrali,
(2) g fonksiyonu da

n n—1

d Y d
ao(ﬁ)ﬁ +ai(e) an_l(x)ﬁ tan()y = G(z), (4.63)

denkleminin bir 6zel integrali olsun.

Hiikim. kq, ko’ler sabitler olmak tizere ki f + kog fonksiyonu da
mn n—1
ao(:p)d—y + al(x)% +... an_l(x)% +a,(2)y = ki F + kG (2),
(4.64)
denkleminin bir 6zel integrali olur.

Bu teoremi ag, a1, . . ., a, katsayilar: sabitler olmak iizere (4.64) sek-
lindeki bir diferansiyel denkleme uygulayalim. F' basit bir BK fonksi-
yonu iken, G boyle olmasin. Bu durumda (4.64) denkleminin bir 6zel
integralini bulmak icin belirsiz katsayilar yontemini uygulayamayaca-
g1z demektir. Ancak (4.62) denkleminin bir &zel integralini bulmak
icin belirsiz katsayilar yontemi kullanabilir, sonra (4.63) denkleminin
ozel integralini sabitlerin degisimi yontemi ile bulur ve Teorem 4.12’yi
kullanarak (4.64) denkleminin 6zel integralini yazariz.

Ornek 4.37.
@+ = 3e” + 5 tan (4.65)
g2 TY=3€ anz .
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Tki denklem cozecegiz:

d*y .
@ +y=e¢ (466)
ve P
d—zz +y =tanz (4.67)

e® fonksiyonu bir BK fonksiyonu oldugundan, (4.66)’nin bir 6zel
integralini bulmak i¢in belirsiz katsayilar yontemini kullanabiliriz. y, =
Ae® dersek, A = 3 oldugunu hemen bulabiliriz. Béylece (4.66)'nin bir
ozel integrali

Yp = §€x

olur.

tan z fonksiyonu bir BK fonksiyonu olmadigindan, (4.67)'min bir
ozel integralini bulmak icin sabitlerin degigimi yontemine doneriz. An-
cak bu problemi 4.34 6rnegide ¢cozmiig ve bir 6zel integralini

Y, = —(cosz) In|secz + tan z|

olarak bulmugtuk. BoyleceTeorem 4.12’yi kullanarak (4.65) denklemi-
nin 0zel integralini

Yp = ie‘” — 5(cosx) In|sec z + tan z|

olarak yazariz.
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ALISTIRMALAR

1.-13.’deki diferansiyel denklemlerin genel ¢coziimlerini bulunuz.

1.
2.
3.

10.

11.

12.

13.

14.

dIQ &4 +y=cotx
dIQ Y +y=tan’zx

dIQ +y=secx

2
272+y:sec:3x

dIQ +y = sec? 2z

&y
dxz?

—2%+y:xlnx, (x > 0)

dZ—y—QZ—z—I—y:xemlnx, (x> 0)

dxz?

Py 9% 1y = (Inz)? (z>0)

dxz?

d’y dy _
dIQ — 272 +y=e"arcsin x

—X

de +3dy+2y_

d _
dI2 + 3 y + 2y 1+ex

dI2 + 3dy + 2y = 1+e2x

1
dI2 +ty= 14sinzx

ng — 32332 — % + 3y = 2%¢” denkleminin genel ¢éziimiini iki

yontemle bulunuz.

15.

y=21zvey=1/(z+ 1) fonksiyonlarinin

2 d
(2x+1)(x+1)%—|—2xd—y—2y—0

denkleminin lineer bagimsiz coziimleri olduklar: veriliyor.

& d
22+ D)@+ 1)L 42527 9y = (22 + 1)
dx? dx

denkleminin genel ¢éziimiini bulunuz.
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16. y =sinx ve y = xsin x fonksiyonlarinin

) d? d
stxd—zz — QSinxcosti + (cos?z + 1)y =0

denkleminin lineer bagimsiz coziimleri olduklar: veriliyor.

d? d )
sin? 2% — 2sin 1z cos w2 + (cos’x + 1)y = sin®x
dx? dzx

denkleminin genel ¢éziimiini bulunuz.

EK ALISTIRMALAR

Sabitlerin degigimi yontemini ve ilgili homojen denklemlerin verilen
coziimlerini kullanarak asagidaki homojen olmayan denklemlerin birer
ozel ¢cozlimiini ve sonra da tam c¢oéziimlerini bulunuz.

] Z/” _ 4y/_|_ 3y — 6_9”, Yy = 695, Yy = 3t

— 2x

Yy =y =2y =€, yr=e " yp=ce

T T 2x

Y =y =2y =e7", y1=e" yp=e

T 2x

Y =y =2y =z, p=e" yp=e

T 2x

Y2y Yy =e"/x, yp=e" ypg=e

.y +y=tanux, Y1 =SINT, Yo = COST

2x

1
2
3
4
5. y"+y=sinz, Yy =sIinx, ys = COST
6
7
8. 1y +4y +4y=e /1% Yy =e X yy = xe”
9

2ty 4y -y =, y =, yo=1/x

10. 2%y +ay —y =1/x, y1=2z, y2=1/x

11. 2%y" — 2z’ + 2y = 23, Y1 =2, Yo = 1°

12. 2%y — 6y =2°In| x|, Yy =3, yo = 1/2?
13. 22y + 2y —y=1/(1 + x), yi=1, yo = 1/x
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4. 22y — a9y +y =1/, y1=x, yp=xln| x|
15. 22y — 2z + 2y = zln | |, Yy =, Yo = T°

16. zy"+y=1+1z, y1=1, yo=Inzx

17. y" — 3y + 2y = 722 /(1 + %), Y1 = €%, yp = e%*

18. " + 2y’ + 2y = 2e* tan® z, yi = e ¥cosx, Yy, = e *sinz
19. zy” — (222 + 1)4y = 28", y =1, yo = v’

20. (sindx)y” — 2(1 + cos4xy’ = tanz, y1 =1, yp = cos 2z

21. Sabitlerin degisimi yontemini kullanarak f(z) her yerde siirekli
bir fonksiyon olmak tizere v + k*y = f(z), k& # 0 denkleminin bir
tam ¢Oziminin

1
Yy = ¢y cos kx + cosinkzx + z /sink(m —s)f(s)ds

integrali ile verilebilecegini gosteriniz. Hatirlatma: uq ve us’yi tanimla-
yan integrallere s gibi bir dilsiz degisken katiniz. Sonra y(z) ve ys(z)’i
bu integrallerin icine tagiyiniz ve bu iki integrali birlestiriniz.

22. Sabitlerin degisimi yontemini kullanarak f(z) her yerde siirekli
bir fonksiyon olmak fizere 4" — k*y = f(z), k # 0 denkleminin bir
tam ¢Oziminin

1
y = ¢ cosh kx + ¢y sinh kz + A / sinh k(z — s) f(s)ds

integrali ile verilebilecegini gosteriniz. Hatirlatma: 21. problemdeki
gibi yapiniz.

23. Tumleyen fonksiyonu bulunduktan sonra iiciinci basamaktan
homojen olmayan bir diferansiyel denklemin bir 6zel ¢oziimiini bulmak
icin sabitlerin degisimi yonteminin nasil kullanilacagini anlatiniz.

23. problemdeki yolu izleyerek asagidaki diferansiyel denklemlerin
ozel ¢oziimlerini bulunuz.

2.z

24 y" =3y 3y —y =S, y1=€, o =€, ys =1’€
25. y" = 3y" + 3y —y =%, Y1 = €%, yp = xe®, y3 = r°€
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26. y”’ + yl =secuxw, Yy = 17 Yo =COSZT, Y3 = sin -
27. y" +4y' = cscx, y1 =1, y, =cosz, y; =sinz
28. y" —y' = sechz, y1 =1, yp =coshx, y3 =sinhz

Sabitlerin degigimi yontemi kullanarak asagidaki denklemlerin 6zel
coziimleri icin formiiller bulunuz.

29. (D®* —6D?+ 11D — 6)y = f(x)
30. " —y" +y —y = f(z)

31 ylll _ yll _ yl _|_ y — f(x)

32. y" —5y" + 4y = f(z)

Asgagidaki denklemlerin 6zel ¢oziimleri icin formiiller bulunuz.

33. Yy + 2ay’ + (a® — b*)y = f(x)
34. y" + 2ay’ + o’y = f(x)
35. y" + 2ay’ + (a®> + 0*)y = f(z)

36. Sabitlerin degisimi yontemi kullanarak y"” —y = % denkleminin
bir 6zel ¢oziimi bulunuz. Bunu 56. problemin sonucu ile kargilastirinca
ne goriiyorsunuz?

37. Sabitlerin degisimi yontemi kullanarak y”—y = 23 denkleminin
bir 6zel ¢oziimi bulunuz. Bunu 57. problemin sonucu ile kargilastirinca
ne goriiyorsunuz?

38. (a) 0 < b<ave| f(z) |,z > xo icin simrh ise, y” + 2ay’ +
(a®* — b*)y = f(x) in her ¢oziimiiniin de z > ¢ i¢in siirh olacagim
gostermek icin 66. problemin sonucunu kulaniniz.

(by0<b<ave| f(z)|, >z icin siurh, lim, o f(z) =L ve y
de 3" + 2ay’ + (a®> — b*)y = f(z) denkleminin bir ¢oziimii ise

dmy =5

olacagini gosteriniz.

39. Sabitlerin degisimi yontemini ya da operatorleri kullanarak
asagidaki tablonun ikinci siittunun ay” + by’ 4+ cy = f(z) denkleminin Y
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ozel ¢oziimiini, f(z)’in verilen tipleri i¢in dogru olarak tahmin ettigini
kanitlayiniz. Y'nin belirsiz olan katsayilarinin nasil belirlenebilecegini
anlatiniz.

40. Hangi kosullar altinda asagidaki tablonun ikinci siitununun,
n. basamaktan (n > 2) homojen olmayan diferansiyel denklemin Y
ozel ¢coziimiini bulmakta kullanilabilecegini anlatiniz.

Denklem: ay” + by’ +cy = f(z) veya (aD?+bD +c)y = f(z)

f(z) Y 6zel ¢oziimiiniin dogal se¢imi

1. o A

2. ax™ (n pozitif tamsay1)  Agz" +...+ A4, 1z + A,

3. ae™ (r gercel veya komp) Ae™

4. acoskzx Acoskzr 4+ Bsinkzx

5. asin kx

6. az™e™ cos kx (Agz™ +...+ A, 1z + A,)e"™ cos kx+
7. az™e" sinkx (Boz™ + ...+ B, 1z + By)e"* sinkzx

Asgagidaki denklemlerin verilen kosullart saglayan c¢oziimlerini bu-
lunuz.

41. D34+2D?*-D—-2)y=10sinz; z=0day=1, 3y =-2, 9" =
-1

42, y" = 2y" + 10y =3ze®; z=0day=3", ¢y =0, y' =3
43. D*+ D)y =222 +4sinz; z=0day=0, y =-2, 9/ = —4
44. D—1p3y=6e*; z=—-1'dey=0,y =3,y =0

45. y" 4+ 3y" + Ty’ + by = 16e *cos2x; = =0"'day =0,
y'=—4,y" =2

46. 9" —tanxy' —sec’ry = 2cosz; r=0"day =9 =0
A7 y" —y = 25 r=0"day=1In16, ¢ = -1, y" = -1 +1In4

48. Sabitlerin Degigimi yontemini kullanarak y” —y = % denklemi-
nin bir 6zel ¢ozimini bulunuz. Bu ¢oziim z ve y’'nin hangi degerleri
icin anlamhidir?
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49. Sabitlerin Degisimi yontemini kullanarak v + y = 22 denkle-
minin bir 6zel ¢éziimiinii bulunuz. Bu ¢6ziim = ve y’nin hangi degerleri
icin anlamlidir?

50. (a) Sifirlayan operatdr yonteminin, m = r karakteristik denk-
lemin bir basit koki oldugu zaman, ay” + by’ + cy = €"* denkleminin
bir 6zel ¢ozlimiini bulmakta nasil kullanilabilecegini anlatiniz.

(b) P(D) ikinci dereceden bir polinom oldugu zaman

P(D)(z%¢™) = P(m)z*e™) + 2P'(m)ze™ + P(m)"e™

olacagini kanitlayiniz.

(¢) (b) kisminin sonucunun, m = r karakteristik denklemin bir katlh
kokii oldugu zaman, ay” +by'+cy = €"® denkleminin bir 6zel ¢bziimiini
bulmakta nasil kullanilabilecegini anlatiniz.

51. 4" + 5y’ + 6y = e~3* denkleminin bir 6zel coziimiinii sabitlerin
degisimi ve belirsiz katsayilar yontemleri ile ayr1 ayr1 bulduktan sonra
sonugclar: kargilagtiriniz.

52. Sabitlerin degigimi yontemi kullanarak r; # 7o olmast halinde
Y = Azxe™? fonksiyonu
Y= (r +ra)y +riry = ae™”
denkleminin bir ¢éziimi olacak sekilde A’nin daima bulunabilecegini
gosteriniz.

53. Sabitlerin degisimi yontemini kullanarak, Y = Az%e™ fonksiyo-
ni
y// o 27’y' 4 7“2y — ae’™®

denkleminin bir ¢éziimi olacak sekilde, A’nin daima bulunabilecegini
gosteriniz.



246 BOLUM 4. 1KI VE DAHA YUKSEK BASAMAK DENKLEMLER,

4.5 Cauchy-Euler Denklemi

A. Denklem ve Cozim Yontema.

Bundan onceki kisimlarda n. basamaktan sabit katsayili lineer di-
feransiyel denklemlerin genel c¢oziimlerini nasil bulacagimizi gordiik.
Boyle durumlarda tiimleyen ¢oziimiin hemen bulunabilecegini anladik.
Oysa degisken katsayili n. basamaktan lineer diferansiyel denklemlerde
durum tamamen farklidir ve tiimleyen fonksiyon ancak cok o6zel hallerde
kapali olarak bulunabilir. Uygulamalar acisindan ¢ok 6nemli bir yeri
olan bu tiir 6zel denklemlerden biri Cauchy-FEuler denklemi veya es bo-
yutlu denklem denilen denklemdir. Bu denklem,

ag, 41, ..., Qp-1, Qn
katsayilari sabitler olmak iizere

L d” L d Ty dy
aoz" + apz” ldx"—l +... 1T + any = b(x),

(4.68)

kdby>

seklindedir. Sol taraftaki her terimin z"Z-

olduguna dikkat ediniz.

Boyle bir denklemi ¢ozmek icin acaba nasil yola ¢ikilir? Bu asamada
akla sadece uygun bir doniigiimle bu igin i¢inden cikilabilecegi geliyor.
Matematikcilerin yillar 6nce yasadigi macerayi yeniden yasama hevesi-
mizi bastirip, su teoreme bir goz atalim.

nin bir sabitle carpimi

TEOREM 4.13. 7z = ¢ doniisiimii
dTL

n n—1

GT" +mx T +... 12— + any = b(z), (4.68)

diferansiyel denklemini, sabit katsayili bir lineer diferansiyel denkleme
dontigtiirir.

Iste bizim istedigimiz de bu. Gelenegimizi stirdiirerek teoremi,

d? d
anQd—qz -+ alxﬁ + azy = b(x), (4.69)
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ikinci basamak Cauchy-Euler denklemi i¢in ispat edecegiz. Genel n.
basamak denklemler icin ispat benzer gekilde yapilir. x > 0 varsayarak
z = el dersek, t = Inz olur. O zaman da

dy _dyde _1dy
dr dtdz xdt

Py _1d (d) dvd (1) 1 (&) Ldy_
dz?  zdr \ dt dt doe \z/) = \ dt?2 dz 22 dt

1(dyl\ 1dy 1 (dy dy
x \di®zx 22 dt 22 12 di

olur ki buradan

ve

dr dy o 2 dy  d*y dy
T—=— Ve I'—=———
dt  dt dz?  dt*?  dit
bulunur. Bunlar1 (4.69)’da yerlerine yazinca
Ay =ag, Al =a1 —ay, As=ay, B(t)=b(e")

olmak tizere )

d-y dy _
ﬁ + A1% + Agy = B(t)7 (4'70)

ikinci basamak sabit katsayili lineer diferansiyel denklemi elde edilir.
Gostermek istedigimiz de buydu.

Ao

Hatirlatmalar. 1. (4.68) denkleminde bag katsay1 olan agz™ nin
x = 0’da sifir olduguna dikkat edin. Bu yiizden 4.1. kisimdaki teorem-
lerde gecen a < z < b temel araliklari, z = 0 noktasini bulundurmaszlar.

2. Yukanidaki ispatta = > 0 kabul ettigimizi hatirlaym. = < 0 icin
dogru doniisim z = —et olacakti. Cauchy-Euler denklemlerinin genel
coziimlerini bulurken, aksi soylenmedikce = > 0 kabul edecegiz.

B. Ornekler.

Ornek 4.38.
d
r?— — 25-> 42y = z° (4.71)
M
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x > 0 varsayarak x = e’ dersek, ¢t = Inz olur ve

dr dy . Ay 'y dy
T—=— Ve I'—b>=———
dt dt dz? dt*> dt
bulunur. Bunlari (4.71)’de yerlerine yazinca
d’y _ ,dy

_ 3t

ikinci basamak sabit katsayili lineer diferansiyel denklemi elde edilir.
Bu denklem icin tiimleyen fonksiyon

Yo = clet + CQ@Qt

fonksiyonudur ve bir 6zel integrali belirsiz katsayilar yontemiyle bulu-
nabilir.
y = Ae®, dersek 3y =34e¥, 3" = 9Ae*

olur ki, bunlar1 (4.72)’de yerlerine koydugumuzda
2Ae% = &

elde ederiz. Boylece A =1, y, = 1% ve (4.72)’nin genel ¢6ziimii
t TR
Y = cre + Coe” + 56

olarak bulunur. Ancak isimiz daha bitmedi! Baglangictaki serbest
degisken olan z’e donmeliyiz. e = x oldugundan,

1
Yy =0T+ 021:2 + 5953

buluruz. iste (4.71) denkleminin genel ¢éziimii budur.

Hatirlatmalar. 1. z = ¢! déniisiimii ile (4.71) denkleminin
sag yamndaki 2° fonksiyonunun e*’ye doniismesine dikkat edin. Eger
doniismiis denklemin bir 6zel integrali yardimiyla asil denklemin bir
ozel integrali bulunacaksa, burada yapildigi gibi denklemin iki yani da
doniisturilmelidir.
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2. Agagidaki farkh yolun da izlenebilecegini gecikmeden soyleyelim:
Dontigmiis denklemin tiimleyen fonksiyonu bulunduktan sonra, bundan
yararlanilarak asil denklemin tiimleyen fonksiyonu hemen yazilabilir ve
ilk denklemin 6zel integrali bilinen yontemlerden uygun olan biriyle
arastirilabilir. (4.38) 6rneginde (4.72) denkleminin tiimleyen fonksiyo-
nu cie’ + ee?t olarak bulununca (4.71) denkleminin tiimleyen fonk-
siyonunun ¢z + co2? olacagl anlasihr. Sag yandaki 2® fonksiyonu
bir BK fonksiyonu oldugundan, (4.71) denkleminin bir 6zel integrali
y, = Az® + Ba* + Cz® + Dz® yapisinda aranacakt1. Yahut belirsiz kat-
sayilar yontemiyle y, = v,z + v92? tarzinda bir 6zel integralin pesine
diisiilecekti. Ancak yukaridaki 6rnekte de gorildigi gibi isi dontismiis
denklemde bitirmek genellikle daha kolaydir.

Ornek 4.39.
d*y d*y dy
3 2 _
x > 0 varsayarak x = e’ dersek, ¢t = Inz olur. Ayrica
;3% _ 4y 2y _ Py _dy
dt — dt Yder T ar T dt

ve benzer hesaplarla

Py Py Py dy
3

LA LA Sl AN, a4
Tas T as Cae Ca

bulunur. Bunlari (4.73)’te yerlerine yazinca

dy dy o dy
— —T7— +14—= — 8y =4t 4.74
i e g T (4.74)
ti¢iinci basamak sabit katsayili lineer diferansiyel denklemi elde edilir.
(4.74) denklemi i¢in tiimleyen fonksiyon

Yo = clet + CQ@Qt + C3€4t

fonksiyonudur. (4.74) denkleminin bir 6zel integralini belirsiz katsayilar
yontemiyle bulmaya koyulalim.

"

yp = At + B, dersek y, = A, y, =y, =0
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olur ki, bunlar1 (4.74)’te yerlerine koydugumuzda
14A — 8At — 8B = 4t

elde ederiz. Boylece

ve buradan {g; B

{—&4:4
144 — 8B =0,

00| ~300 =

olur. Boylece (4.74) denkleminin genel ¢6zimi

+ coe® + LT
= crel + cre?t + czett — —t — =
y=a 2 3 5 3
e (4.73) denkleminin genel ¢éziimii
1 7
y:clx+02z2+03$4— 5111:75— 3

olarak elde edilir.

ALISTIRMALAR

1.den 15.’ye kadar diferansiyel denklemlerin genel céziimlerini bu-
lunuz.

—_

2Ly _ 3% 43y =0

dI2

2. ij%x —4y=0

3. 4z2TH — 4xjg+3y:0

4. xQ%—3xdy+4y—O

5. x23i2+x +4y =0

6. xQ;%—sxdyH?)y—o

7. Py 3 23$%+6xdy—6y20
8. x3%+2x2dy 10xd$—8y:()
9. 2%y — 2204 — 62 +18y =0
10. xQ;fg Ar® 4 6y = 4z — 6

1. 422%Y — 5% 4 8y = 2%

dx?
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12. x2@+4xdy +2y=4lnz, z>0
13. xQdy+$dy—|—4y—2xlnx x>0
14. xQdy+x Lty =1

15. x3g—g—x2dy+2x — 2y = 28

16.’dan 20.’ye kadar baglangic deger problemlerini ¢oziiniiz.
d? d _
2?4 — 228 — 10y =0

dz?

y'(1) =4

x2d Y 4xdy +6y=0
174 y(2) = 0

y'(2) =1

x2% — brd 4 8y = 22°

y(=2)=7

xz% —6y=Inz, (z>0)

y'(1) =3
20. (z +2)2%Y4 — (z +2)% — 3y = 0 denklemini ¢oziiniiz.
21. (22 — 3)2%Y4 — 6(2z — 3) %12y = 0 denklemini ¢oziiniiz.

EK ALISTIRMALAR

Asgagidaki denklemlerin genel ¢oziimlerini bulunuz.

2y"+xy’—5y:0

x2y”—6y:1+ln|x|

2,1 5

Yy —ry' +y=zx

3 /// 3.272 ”+7xy’—8y—0

2x2 y" +5xy +y=3r+2

x3y”’+2:1:2y”—xy _|_y_0

ty™ + 623y" +152%y" + 9zy — 9y =3In |z |+

N@?":“.“.M.H
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8. z3y" — 3z%y" + 6xy’ — 6y = 20x
9. 23%y" + 2%y — 2y = 32°
10. 239" + 422y" — dxy’ — 15y = 23

Agagidaki denklemlerin verilen kogullari saglayan coziimlerini bu-
lunuz.

11 2%y + 2y +y=52% y(1)=1, v'(1)=3
12. 2% —3zy' +3y =In |z |; y(-1)=1, (1) =
13. 22y — 2z + 2y =zln |z |; y(1)=1, ¥'(1)
4. 23y" + 22%y" + 2y —y =15cos(2In | z |); y(1) =2,
y'(1)==3, y"(1)=0

15. x2y”’ +xy” + 42/ — 4; y(l) — §7y/(1) — y”(l) =0
16. y/// 4 %yu — g; y(l) — %7 y’(l) — y”(l) =0

17. | Az + B |=€* veya z = In| Az + B | déniigimiiniin

d?y dy
207Y ay _
a(Az + B) T2 + b(Az + B)dx +cy=0

denklemini sabit katsayili bir lineer denkleme doniistiirecegini gosteri-
niz. n > 2 i¢in

d" g d
aO(AHB)”ﬁMl(AHB)MW_%. . .+an_1(Ax+B)d—i+any —0

denklemi de benzer sekilde ¢oziilebilir mi?

18. 17. problemin sonucunu kullanarak
(z —2)%" +2(z - 2)y — 6y =0

diferansiyel denkleminin bir tam ¢éziimini bulunuz.
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Agnew (1) Kaplan (30)
Coddington (12) Leighton (36)
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Bolum 5

Tkinci Basamak Denklem
Uygulamalari

Bundan 6nceki boliimde tanitilan iki ve daha yiiksek basamaktan dife-
ransiyel denklemler, cok onemli uygulamalar: olan denklemlerdir. Bil-
hassa ikinci basamaktan diferansiyel denklemlerin, fizikte, elektrik ve
makine miihendisliginde bir ¢cok onemli uygulamalar: vardir. Bu bo-
liimde uygulamalardan ikisi ele alinacak. 5.1’den 5.5’e kadar olan ki-
simlarda bir yayin ucuna bagl olarak asagi-yukari inip ¢ikan bir cismin
hareketini inceleyecegiz. 5.6. kisimda ise devre teorisinden bazi prob-
lemleri ele alacagiz.

5.1 Yaya Bagli Cismin Hareketi

Temel Problem. Tavanda bir noktaya bir helezon yay baglanmis ve
bu yayin alt ucuna, denge konumunda sakin duran bir cisim asilmigtir.
Sonra cisim gu iki durumdan birinde harekete gecirilmigtir:

(1) Cismi denge konumunun altina dogru bir miktar ¢ekip, (veya
tist tarafina dogru biraz iterek) bir ilk hizla (sifir ya da degil, pozitif ya
da negatif) serbest birakarak,

(2) t =0 anminda bir baglangic iz (pozitif veya negatif) uygulayip
denge konumundan cikararak.

Amacimiz, yaymn ucuna bagli cismin, bunun sonucu ortaya cikan
hareketini incelemektir. Bu inceleme icin, gozoniine almamiz gereken

253
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bagka seyler de vardir. Sistemin (mesela hava ya da su gibi) bir ortama
birakildigini kabul edelim. Bu ortam sisteme, hareketi yavaslatacak
tarzda bir direnc uygular. Sisteme etkiyen bazi dig kuvvetler de olabilir.
Mesela demirden yapilmig cisme digaridan etkiyen bir manyetik kuvvet
olabilir. Simdi bunlart hesaba katarak, yaya bagli cismin hareketini
belirlemege calisalim. Bunu, 6nce hareketin diferansiyel denklemini
yazip, sonra ¢ozerek basaracagiz.

Bu sisteme dair diferansiyel denklemi bulmak icin iki tane fizik
yasasina ihtiyac var: Newton’in ikinci hareket yasasi ve Hook yasasi.
Newton’in ikinci hareket yasasi ile daha once ii¢iincii boliimde karsilas-
migtik onun icin burada yeniden tlizerinde durmayacagiz. Hemen ikinci
yasaya gecelim:

Hook Yasasi. Bir yay1 bir miktar uzatmak icin gerekli kuvvetin
biiyiikligi, bu uzama ¢ok biiyiik olmamak sartiyla, uzama ile oranti-
lidir. Matematik diliyle, F' kuvvetin siddeti, s uzama miktar1 ve k£ da
yay sabiti dedigimiz orant1 katsayisi olmak tizere |F| = ks yazabiliriz.

k sabiti kullanilan yaya baghdir ve onun sertliginin bir olciisiidiir.
Mesela 30 Newton’lik bir kuvvet bir yay1 20 cm uzatiyorsa, k£ yay sabiti
150 Newton/m olur.

Bir cisim bir yayin ucuna asildiginda onu s kadar uzatiyorsa, yaya
etkiyen F kuvvetinin biytkligi ks kadar olur. Yay da cisme, yay1 geri
getiren kuvvet denilen bir kuvvet uygular. Bu kuvvet F'ile ayni siddette
fakat ters yondedir. Bu yiizden buyikligini —ks olarak aliriz.

Problemi sistematik olarak formiile edelim. Spiral yayin dogal uzun-
lugu L olsun. m cismi bu yayin alt ucuna baglanmigtir ve yay [ kadar
uzayarak bir denge konumuna gelip durmustur. Yayin uzadiktan son-
raki boyu artik L +{’dir. Koordinat eksenini yay boyunca ve merkezini
denge noktasinda seciyoruz. Yon de asagi dogru pozitif aliniyor. z,
cismin O noktasindan itibaren bu eksen boyunca yer degistirmesini
gosteriyorsa, cismin denge konumunun iistiinde, tam bu noktada veya
altinda olmasi halinde sirasiyla negatif, sifir ya da pozitif olur (Sekil
5.1e bakimz).

Cisme Etkiyen Kuvvetler

Simdi cisme etkiyen kuvvetleri siralayalim. Cismi agagi dogru cek-
mege calisan kuvvetler pozitif, yukar: itenler de negatiftir. Kuvvetleri
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sOyle siralayabiliriz:

1. Fi, siddeti g yercekim ivmesi olmak iizere, mg olan yercekims
kuvveti . Asagl dogru etkidiginden pozitiftir:

Fi=mg (5.1)

2. Yay1 gert getiren kuvvet. x+I toplam uzama miktar: oldugundan,
bu kuvvetin sideti Hook yasasina gore k(x + 1) olur. Cisim, uzamamig
yayin hizasinin altinda ise, kuvvet yukar: dogru etkir ve bu yuzden
negatiftir. Bu konumdaki cisim icin x 4+ [ ise pozitiftir. O halde bu
konumda geri getiren kuvvet:

Fy=—k(z +1) (5.2)

(a) L dogal uzunlugu (b) denge konumu (¢) cisim denge konumu altinda
Sekil 5.1

Cisim uzamamig yayin ucunun hizasi ustinde iken de geri getiren
kuvvetin ifadesi aymidir. Cisim denge konumunda durmakta iken geri
getiren kuvvetin siddeti yercekimi kuvveti ile ayni fakat ters yonlidir
ve bu yiizden —mg alimmalidir. Bu noktada 2 = 0 oldugundan (5.2)
denkleminden

—mg =—k(0+1), veya mg =kl
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olacaktir. (5.2) denkleminde k! yerine mg konursa,
Fy=—kzx —myg (5.3)
seklinde yazilabilir.

3. Ortamin sénum kuvveti denilen direnc¢ kuvvet: . Bu kuvvetin
biiytkligi tam olarek bilinemiyorsa da, kiicik hizlar icin yaklasik
olarak hizla orantilidir:

dx

dt

Buradaki a > 0 sayisina séndm sabiti denir. Cisim asagr dogru giderken
F3 yukart dogru (hareketin tersi yonde) etkir. Bu yiizden f3 < 0 olur.
Cisim asagi dogru inmekte oldugundan z artan’dir. Bu yuzden ‘fl—f >0
olur. O halde cisim asagt dogru inmekte iken (5.4) denklemini mutlak
degerlerden kurtulmus olarak

I3 =a

(5.4)

F3=—a (a > 0) (5.5)

%7

seklinde yazmak mumkiin olacaktir. Cisim yukar: dogru cikarken de bu
kuvvet ayni formiille ifade edilebilecektir.

4. Cismin iizerine disaridan etkiyen kuvvetler. Herhangi bir ¢
aninda bu kuvvetlerin bilegkesini F'(¢) ile gosterelim:

Fy = F(t) (5.6)

Simdi hareket denklemini elde etmek icin Newton’in F = ma ikinci
hareket yasasini yazalm. F = F} + F5 + F3 + F; toplamindaki kuvvet-
lerin egdegerlerini (5.1), (5.3), (5.5) ve (5.6) denklemlerinden alirsak,

2

mfitf + aCZ + kx = F(t) (5.7)
elde edilir. i§te bu denklemi, yayin ucundaki cismin hareketinin dife-
ransiyel denklemi olarak alacagiz. Bunun ikinci basamaktan, homo-
jen olmayan, sabit katsayili bir lineer diferansiyel denklem olduguna
dikkat ediniz. a = 0 ise harekete sontimsuz, aksi halde sonumli denir.
Etkiyen dig kuvvet yoksa, F'(t) =0, V¢ > 0 olur ve harekete serbest,
aksi halde zorlanmus denir.  Agagidaki kisimlarda (5.7) denkleminin
bu ii¢ durumdaki coziimlerini ayr1 ayri ele alacagiz.
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5.2 Serbest, Soniimsiiz Hareket

Simdi serbest, sonumstuz hareket 6zel halini ele alacagiz. Bu durumda
a =0 ve F(t) =0, Vt> 0 olacaktir. O zaman (5.7) denklemi,
m(> 0) kiitle ve k(> 0) da yay sabiti olmak iizere,

Az
m 4 ko =0 (5.8)

haline gelir. Denklemin iki yammni m’ye béler, £ = A2 dersek (5.8),

d2
de F A2 =0 (5.9)

haline gelir. Bu denkleme ait yardimci denklemin kokleri » = FAs olur
ve (5.8)’in genel ¢oziimii ¢, co’ler keyfi sabitler olmak tizere

T = ¢ 8in At + ¢5 coS At (5.10)

olarak yazilabilecektir.

Simdi cisim baglangigta denge konumundan z, kadar uzaklastirilip,
vp ilk hiziyla serbest birakiliyor. Bu durumda (5.8) veya (5.9) diferan-
siyel denklemine ek olarak

z(0) =z, 2'(0) = vy (5.11 — 5.12)
baglangi¢ sartlarimiz bulunmaktadir. (5.10)'u t’ye gore tiiretirsek

d
d—;ﬁ = 1A cos At — cpAsin At (5.13)

elde edilir. (5.10) ve (5.13) egitliklerine (5.11) ve (5.12) sartlarint uygu-

larsak
Cy = X
Cl)\ = Uy

¢1 ve co’nin bu degerlerini (5.10) denkleminde yerlerine yazarsak, (5.8)
diferansiyel denkleminin (5.11)-(5.12) sartlarini saglayan 6zel ¢oziimii

Vo .
T = Xosm)\t—l-a:ocos)\t
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olur. Bunu once

) 422> 0 (5.14)

o

Il
N
S| 2
N———
o

olmak tizere

Yo
rT=c [Q sin M + 22 cos /\t] (5.15)
c

c

seklinde yazarsak,

Yo
<’\> = —sin ¢, x—ozcosqﬁ (5.16)
c c
tanimiyla birlikte (5.14) denklemi hemen
x = c.cos(Mt + @) (5.17)
haline getirilebilir. A\ = \/% oldugundan (5.17) ¢oziimiini

T =c. COS(\/gt + ¢) (5.18)

seklinde vazabiliriz. O zaman bu formiil O denge noktasindan z yer
degistirmelerini ¢ (¢ > 0) zamaninin bir fonksiyonu olarak verir. Cis-
min serbest sontimsiiz davranisinin basit harmonik hareket oldugunu
goriiyoruz. Buradaki ¢ sabitine hareketin genlik’i denir ve cismin denge
noktasindan en buytk pozitif yerdegistirmesini verir . Hareket periyo-

dik’tir ve cisim x = c ile £ = —c arasinda ileri geri gider gelir.

k

—t+od=F2nwr, n=0,1,2,3,...; t>0

m
olunca ve yalniz o zaman = = ¢ olur. Boylece maksimum pozitif
yerdegigtirme

k
t:\/;($2n7r—¢)>(), n=20,1,2,3,...; t >0 (5.19)

anlarinda gozlenir. Tki maksimum arasindaki zaman aralifina, hareke-
tin periyod’u denir. (5.19)’u kullanarak periyodun

k 27
T = 277/\/; = (5.20)
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ile verilecegi anlagilir. Periyodun tersi, birim zamanda tamamlanan
titresimlerin sayisidir. Buna hareketin dogal frekans: veya sadece fre-
kans’t denir. Buralarda ge¢mekte olan ¢ sayisina faz sabiti veya faz
agisy adl verilir.  Bu hareketin grafigi Sekil 5.2 ile verilmektedir.

Sekil 5.2

Ornek 5.1. 8 paund agirliginda bir cisim tavana bagli bir yaya
asildiginda yay1 6 ing uzatarak denge konumunda sakin kalmigtir. Cisim
bundan sonra denge konumunun 3 in¢ agagisina kadar ¢cekilmig ve £ =0
aninda, agagl dogru yonelmig 1 ft/sn’lik bir ilk hizla harekete bagla-
tilmigtir. Ortamda siirtiinme ve dig kuvvet bulunmadigini varsayarak,
hareketin genligini, perivodunu ve frekansini hesaplayiniz.

Formiilasyon. Bu problem serbest sontimsiiz harekete bir ornektir.
Bu yiizden (5.8) denklemini kullanabiliriz. 8 paundluk agirhk yay1 6
ing=1/2 foot uzattigina gore, F' = ks Hook yasas1 8 = .5 k ve boylece
k =16 1b/ft ve kiitle m = ¥ = £ = 128 slug bulunur. Béylece (5.8)

g 32
denklemi
8 d’x d*x
32dt2+ 6x =0 veya dt2+6x 0 (5.21)
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elde edilir. Cismin harekete baglatilig sekli g6zoniine alindiginda sartlar

soyle olur:
z(0) =1/4, 2'(0) =1 (5.22)

Cozim. (5.21) diferansiyel denklemine ait yardimc denklem 72 +
64 = 0 oldugundan r = F8/’dir. Boylece (5.21) diferansiyel denklemi-
nin genel ¢ozimiu; ¢y, ¢ keyfi sabitler olmak iizere

T = ¢ 8in 8¢ + ¢4 cos 8t (5.23)

seklinde yazilabilecektir. (5.22)’deki birinci sart1 uygularsak ¢, = 0.25
buluruz. (5.23)’iin tiirevini alirsak

d
d—;ﬁ = 8¢y cos 8 — 8¢y sin 8t

ve (5.22)’deki ikinci garti uygularsak 8¢; = 1 ve bdylece ¢; = 0.25
elde ederiz. O halde (5.21) diferansiyel denkleminin (5.22) sartlarin
saglayan ¢oziimi

x = 0.125sin 8¢ 4 0.25 cos 8t (5.24)
olacaktir. Simdi bunu (5.18) sekline sokalim. +/0.125% 4 (0.25%2 = %

oldugundan
5 5 24/5
= \8[ ({ sin 8¢ + \5[ cosSt)

yazilir. Boylece (5.24)’deki ¢oziim,

T = \f cos(8t + ¢), cos¢p = 2\5/5, sin ¢ = —\gg (5.25)

olarak yazabiliriz. Burada ¢ = —0.46 radyan oldugu gorilmektedir.
V5 & 2.236 alinarak (5.25) ¢oziimii yaklagik olarak 2 = 0.280 cos(8t —
0.46) yazilabilecektir. Hareketin genligi % ~ 0.280 ft olmaktadir.
(5.20) denklemine gére hareketin periyodu 2 = %i saniye ve frekansi

8
4/7 titregim/sn’dir. Hareketin grafigi de Sekil 5.3’te goriilmektedir.

Bu problemi geride birakmadan once, baslangic sartlarini dogru
olarak koymamizin miimkiin oldugundan emin olalim. Problemin i-
fadesindeki ti¢iincii cimleyi soyle degistirelim: ”Sonra cisim denge ko-
numunun 4 in¢ kadar ustine kaldirilmis ve ¢ = 0 aminda, yukar: dogru
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yonelmig 2 ft/sn’lik bir ilk hizla harekete baglatilmigtir.” O zaman
(5.22)’deki sartlar

haline gelir. Buradaki eksi isaretlerinin sebebi cismin, koordinatlari
negatif olan st tarafa kaldirilmis ve negatif yon olan yukariya dogru
bir hizla harekete baglatilmig olmasidir.

Sekil 5.3

ALISTIRMALAR

1-7. problemlerde ortamin direncini ihmal edin ve dig kuvvet bu-
lunmadigini varsayin.

1. w=12 Newton agirliginda bir cisim, bir spiral yayin ucunda ta-
vana asilmigtir. Cisim denge konumuna, yay 1.5 cm uzadiktan sonra
varmigtir. Sonra cisim denge konumundan agagi dogru 2 cm cekilerek
t = 0 aninda buradan serbest birakilmigtir. Cismin yer degigtirmesini
zamann bir fonksiyonu olarak bulunuz. Hareketin genligini, periyo-
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dunu ve frekansini hesaplayimiz. Hareketin grafigini zamanin bir fonk-
siyonu olarak ¢iziniz.

2. w=16 Newton agirhginda bir cisim, sabit bir destege bagli ve
diigsey olarak duran bir spiral yayin ucuna asilmistir. Cisim denge ko-
numuna, yay 1.5 cm uzadiktan sonra varmigtir. Agagidaki durumlarda
cismin yerdegistirmesini, zamanin bir fonksiyonu olarak bulunuz:

(a) Cisim bundan sonra denge konumundan agagr dogru 4 cm
cekilerek £ = 0 aninda buradan asagiya dogru yonelmis 2 m/sn’lik bir
hizla birakilmigtir.

(b) Cisim bundan sonra denge konumundan asag dogru 4 cm
cekilerek ¢ = 0 aninda buradan yukariya dogru yonelmis 2 m/sn’lik
bir hizla birakilmistir.

(c) Cisim bundan sonra denge konumunun iistiine dogru 4 cm
cekilerek # = 0 aninda buradan yukariya dogru yénelmis 2 m/sn’lik
bir hizla birakilmistir.

3. w=4 Newton agirliginda bir cisim, bir spiral yayin ucunda tavana
asilmistir. Cisim denge konumuna, yay 6 cm uzadiktan sonra varmistir.
Sonra cisme, t = 0 aninda denge konumundan yukar: dogru 2 m/sn lik
bir ilk hizla harekete gececek sekilde vurulmustur.

(a) Cismin yerdegisgtirmesini ve hizini zamanin bir fonksiyonu olarak
bulunuz.

(b) Hareketin genligini, periyodunu ve frekansini hesaplayiniz.

(c) Cismin denge konumunun 1.5 ¢cm altinda, agagiya dogru hareket
etmekte oldugu ¢ anlarini bulunuz.

(d) Cismin denge konumunun 1.5 cm altinda, yukariya dogru ha-
reket etmekte oldugu # anlarini bulunuz.

4. w=64 Newton agirhginda bir cisim, ricid bir kirige bagh ve diigey
olarak duran bir spiral yayin ucuna asilmigtir. Cisim denge konumuna,
yvay 60 cm uzadiktan sonra varmistir. Sonra cisim denge konumundan
agagl dogru 30 cm cekilerek £ = 0 aninda buradan serbest birakilmigtir.

(a) t= 2% aninda cismin yeri neresidir? Bu anda hangi hizla ve ne
yone dogru gitmektedir?

(b) Cismin denge konumunun 6 c¢m iistiinde, asagiya dogru hareket

etmekte oldugu ¢ anlarini bulunuz. Cismin bu anlardaki hizlari ne
kadardir?
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5. 25 Newton’lik bir kuvvet elimizdeki yayi 6 cm uzatabilmektedir.
16 Newton agirhiginda bir cisim, bu spiral yayin ucunda tavana asilmig
ve denge konumuna gelmesi beklenmigtir. Sonra cisim denge konumun-
dan asagi dogru 4 cm cekilerek £ = 0 aninda buradan yukar: dogru 2
m/sn lik bir ilk hizla serbest birakilmigtir.

(a) Cismin yerdegistirmesini zamanin bir fonksiyonu olarak bul.
(b) Hareketin genligini, periyodunu ve frekansini hesapla.

(c) Cisim denge konumundan ilk defa ne zaman geger ve bu andaki
hiz1 nedir?

6. w=8 Newton agirhginda bir cisim, ricid bir kirige bagli ve
diigey olarak duran bir spiral yayin ucuna asilmig ve denge konumuna
varmigtir. Sonra cisim denge konumundan asagi dogru A cm cekilerek
t = 0 aninda buradan asagiya dogru 3 m/sn lik bir ilk hizla serbest

birakilmistir. Hareketin genligi \/123 ve periyodu 3 olduguna gore, yay
sabitini ve A’y1 hesaplayimiz.

7. w=8 Newton agirhginda bir cisim, tavana asili olarak duran bir
spiral yayin ucuna asilmig ve denge konumuna varmistir. Sonra cisim
diisey olarak harekete gecirildiginde, 4 saniye periyodlu bir hareket
yapmigtir. Bir siire sonra bu hareket durdurularak yayin ucundaki
cisim bir bagka cisimle yer degistirmistir. Sistemin tekrar denge konu-
muna varmasi beklenmis ve daha sonra bu cisim diisey olarak harekete
gecirildiginde, 6 saniye periyodlu bir hareket yapmistir. Bu ikinci cis-
min agirhigini bulunuz.

8. Basit sarkac, ihmal edilebilir kiitleli, [ uzunlugunda diiz bir tel
ile onun ucuna bagli m kiitleli bir topuzdan ibarettir. Tel o6teki ucun-
dan diigey bir diizlemde salinabilecek gibi, sabit bir noktaya (destek)
baglanmigtir (Sekil 5.4’e bakiniz). SP diiz teli, § da onun # aninda S P,
diiseyi ile yaptig1 agiy1 gostersin. Aci saatin tersi yoniinde dlgildiigiinde
pozitif olsun. Hava siirtiinmesini ihmal edelim ve m kiitleli cisme
etkiyen kuvvetlerin sadece: teldeki Fi gerilmesi ve yer cekiminden ileri
gelen ve diigey olarak agagiya dogru etkiyen, mg siddetindeki F5 kuvveti
olduklarint varsayalim. Fp, fs'nin yiiriingeye teget, Fy de ona dik
bilegeni olmak tlzere Iy, = Fp + Fy vazanz. O zaman Fy = —F;
ve Fr = mgsinf ve cisme etkiyen kuvvetlarin bileskesi, FyP; yay1
boyunca mgsinf olacaktir. s, PyP; yaymin uzunlugu olmak tzere,
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bu yay boyunca ivme % olur. Newton’in ikinci hareket yasasini uygu-
larsak m% = —mygsin @ elde ederiz. s = [0 oldugundan
d?o d’0 g
[— = —mgsinf wveya ——+ =sinf =20 5.26
e g e T (5.26)

diferansiyel denklemini elde ederiz.
(a) % + 4sin¢ = 0 denklemi lineer olmayan, ikinci basamaktan
bir diferansiyel denklemdir.

. 03 6
Sln0:0—§+a—...

oldugundan, # yeterince kiiciik ise, sin 6 yerine # alabiliriz. O zaman

yaklasik lineer denklem’ini elde ederiz. + = 0 aninda § = 6, ve ‘3—? = 0ol-
sun. Bu yaklagik denklemin, bu baglangic sartlarini saglayan ¢oziimiini
bulunuz. Bu coziimden yararlanarak hareketin genlik ve perivodunu
bulunuz. Bu periyodun baslangic¢ yerdegistirmesinden bagimsiz oldu-
gunu farkediniz.
(b) Simdi tekrar (5.26) lineer ol-
mayan denklemine donelim. Her
iki tarafi 2% ile carpip integre eder
ve baglangic sartlarini kullanirsak,
degigkenler ayrildiktan sonra

do 2¢
= T4/ —dt
v/cosf — cos b + {

elde edilir. Bu denklemden yararla-
Sekil 5.4 narak % = 0 acisal hizini

fnin bir fonksiyonu olarak ifade edebiliriz. Ancak bu denklemin sol
tarafi, lineer olmayan diferansiyel denklemin 6(t) ¢oziimiinii vermek
tizere, bilinen fonksiyonlar cinsinden integre edilemez.
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5.3 Serbest, Soniimlii Hareket

Simdi ortamin, yayin ucuna bagli cisim iizerine etkisini de hesaba ka-
talim. Hala dig kuvvetlerin bulunmadigint varsayiyorsak bu, serbest,
sonumliu hareket 6zel hali olacaktir. Boylece soniim katsayisi a > 0 ve
F(t) =0, ¥t> 0 olacaktir. O zaman (5.7) denklemi,

d’z  dx
haline gelir. Denklemin iki yanini m’ye boéler, (kolaylik olsun diye)
£ = A% ve £ = 2) dersek, (5.27) diferansiyel denklemi

m

d*x dx

—— + 20— + Nz =0 5.28

iz g T (5.28)
haline gelir. a > 0 oldugundan, b > 0 olacagini goriiniiz. Bu denkleme

ait yardimci denklem
2 +2br +a=0 (5.29)

ve kokleri

b F VA — AN
i . N wY (5.30)

olur ve (5.28)’in genel ¢oziimii i¢in, b? — A?’nin igaretine bagh olarak ii¢
durum ortaya cikar.

1. Hal. séniimii Titresimli Hareket. Burada b>—\? < 0 sonucunu
doguran b < A halini ele alacagiz. O zaman (5.30)’daki kokler, —b F
iV A2 — b? gibi eslenik kompleks sayilardir ve boylece (5.28)’in genel
coziimil ¢y, co’ler keyfi sabitler olmak iizere

7 = e " (cy sin VA2 — b2t + ¢y cos VA2 — b2t (5.31)

olarak yazilabilecektir. Bu ¢ozumi, ¢ = {/c? — ¢3 > 0 olmak tizere

C1 I 3
‘ = —sing¢
{ cf—c}

2 = cos¢

2_ 2
€1 —C

tanimiyla birlikte

r = ce " cos(V A2 — b2t + ¢) (5.32)
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haline getirebiliriz. (5.32) denkleminin sag yani iki ¢arpandan olusur:
ce™% ve cos(v/ A2 — b2t + ¢). ce carpamina sénim carpam ya da za-
manla degisen genlik denir. ¢ > 0 oldugundan bu carpan pozitiftir
ve t+ — oo i¢in monoton olarak sifira gider. Bagka bir deyimle, za-
man artarken, bu pozitif carpan gittikce kiiciilir ve sonunda ihmal
edilebilecek kadar kiiciik olur. Oteki carpan cos(v/AZ — b2t + ¢)’ye
gelince bu, periyodik, salimmli karakterli bir fonksiyondur. Aslinda
bir basit harmonik hareketi temsil eder. Bu iki parcanin, (5.32)nin
sag yanini veren carpimlari, salinimlari gittikce kiiciilen, salinimli bir
hareketi temsil eder. Salinimlara ”soniiyorlar” ve harekete de sonimli,
salinymly hareket denir. Kuskusuz bu hareket artik periyodik degildir,
ancak ardigik en biiyiik pozitif yerdegistirmeler arasinda gecen zamana
hala periyod denir. Bu say1

27

I 2

ile hesaplanir. Hareketin grafigi Sekil 5.5te verilmistir. Sekilde ce™
sonliim carpani ve ters igaretlisi noktali ¢izgilerle gosterilmigtir.

T =

Sekil 5.5
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Herhangi bir ¢ anindaki genligin bir periyod once, { — 7" anindaki

genlige orani sabit ve
2nb

e V2
olur. Boylece \/%, ce™® genliginin logaritmasinda bir periyodluk

zaman araliginda meydana gelen azalmadir. Buna logaritmik azalma
denir.

(5.27) denklemindeki gosterime donersek, (5.32) egitligine bakarak,
ilk m, a, k sabitleri cinsinden (5.27)’nin genel ¢éziimiiniin

a k 2
T =ce 2m!cos ( P2y + (b) (5.33)
m

olur. b > X esitsizligi - < \/g’ye kargilik oldugundan, (5.27)’nin genel

¢Oziimi (5.33) ile verilir ve séniimli salinimh hareket ¢ < 2v/km olmast
halinde ortaya cikar deriz.

cos ( . Wt + qf)) (5.34)

salimimlarinin frekansi
1 |k a?

2V m  4m?
olur. Soéniim olmasaydi, a = 0 olacak ve sonimsiiz sistemin dogal

frekansi %\/g olarak bulunacakti. Demek ki (5.33) soniimli saliniml
harekete ait (5.34) salmimlarinin frekanslari, soniimsiiz hareketin fre-

kansindan daha kiigiiktiir.

2. Hal. Kritik Sonim. Burada b — A2 = 0 sonucunu doguran
b = A halini ele alacagiz. O zaman (5.30)’daki koklerin ikisi de —b
negatif gercel sayisina egit olacaktir ve boylece (5.28)’in genel ¢6ziimi
c1, co’ler keyfl sabitler olmak tizere

r = (c; +cot)e™ (5.35)

olacaktir. Hareket artik salimml degildir. Soniim, salinimlari en-
gelleyecek kadar giiclidir. Ancak séniim durumundaki kiiciik bir de-
gigiklik hareketi birinci haldekine dondiirebilecek ve yeniden soniimli



268 BOLUM 5. IKINCI BASAMAK DENKLEM UYGULAMALARI

salimimli hareket ortaya cikacaktir. Onun icin 2. hal, sitmirda bir du-
rumdur ve bu yiizden kritik sondmli adin1 almaktadir.

(5.35) denkleminden

. . ¢l Tt
lim z = lim =
t—o0 t—o0 ebt

0

elde edilmektedir. Boylece, ¢ — oo icin cisim denge konumuna gider.
Baglangic sartlarina bagli olarak, bu harekette su durumlar ortaya ¢i-
kabilir:

a. t > 0 icin cisim ne denge konumundan gecer ve ne de denge
konumuna gore ekstremum (maksimum veya minimum) yer degistirmeli
bir konumdan gecer. Sadece + — oo iken kararli bir gekilde denge
konumuna gider (Sekil 5.6(a)’ya bakiniz).

Sekil 5.6
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b. ¢ > 0 ic¢in cisim denge konumundan ge¢cmez ama bir t =77 > 0
aninda, denge konumuna goére maksimum yer degistirmeli bir konumdan
gecer. Bu maksimum yer degistirme gorildiikten sonra cisim ¢ — 00
iken kararli bir gekilde denge konumuna gider (Sekil 5.6(b)’ye bakiniz).

c. Cisim t = 15 > 0 aninda bir kere denge konumundan gecer
ve sonra t = T3 > T aninda, denge konumuna gore ekstremum yer
degistirmeli bir konumdan geger. Bundan sonra cisim { — oo iken
kararli bir sekilde denge konumuna gider (Sekil 5.6(c)’ye bakiniz).

3. Hal. Kkritik Otesi Séniim. Son olarak burada b2 — A2 > 0
sonucunu doguran b > A halini ele alacagiz. O zaman (5.30)’daki kokler

farkls
T2 = —b:F \/172—/\2

negatif gercel sayilart olacaktir ve boylece (5.28)’in genel ¢bziimii ¢,
co’ler keyfi sabitler olmak iizere

T =ce"t + cpe™ (5.36)

olacaktir. Artik soniim, salinimlar: engelleyecek kadar giiclidiir. Ikinci
durumundaki gibi, kiiciik bir degisikligin hareketi yeniden soniimli
salimimli hale getirecegini de soyleyemeyecegiz. Bu yilizden harekete
kritik otesi sonumli veya sadece asiry sontmii sifatinl uygun goriyoruz.

(5.36) denkleminden ¢ — oo ikey yerdegistirmenin sifira gidecegi
hemen goriilebilmektedir. ¢ yeterince biiyiik oldugunda bu sifira gidis
monotondur. Aslinda ikinci ve ii¢tincii hallerdeki {i¢ hareket ¢esidi genel
yapilar itibariyle aynidir. Boylece Sekil 5.6, ii¢iincii durumda baslangic
sartlarina bagli olarak ortaya cikabilecek durumlari gostermek icin de
kullanilabilir.

Ornek 5.2. w=32 paund agirhgmda bir cisim, bir spiral yayin
ucunda tavana asilmistir. Cisim denge konumuna, yay 2 feet uza-
diktan sonra varmistir. Sonra cisim denge konumundan asagi dogru
6 in¢ cekilerek ¢ = 0 aninda buradan serbest birakilmistir. Sisteme
etkiyen hicbir dig kuvvet yoktur ama, ortam cisme sayisal olarak, Z—f
ft /sn cinsinden ani hiz olmak olmak iizere 4%’ye egit bir direng uygula-
maktadir. Yayin ucuna bagli olan bu cismin yer degistirmesini zamanin
bir fonksiyonu olarak bulunuz.
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Formiilasyon.  Bu, serbest soniimlii bir hareket oldugundan
(5.27) denklemi gegerlidir. 32 paund’luk agirlik yay1 2 feet uzattigin-
dan, F = ks Hook yasast 32 = k£ 2 ve boylece k& = 16 lb/ft verir.
w = myg oldugundan m = 32/32 = 1 slug ve soniim katsayisi a = 4
olarak bulunur. O zaman (5.27) denklemi

d*r  dx
— +4— 4+ 162 =0 :
s + pm + 16z (5.37)
haline gelir. Baslangic sartlar1 da
1
z(0) = 3’ Z'(0) =0 (5.38)

olur.

Cozum. (5.37) denklemi icin yardimer denklem ve kokleri;
2 +4r +16 = 0, o= —2F 2V/3i

olacaktir ve boylece (5.37)'nin genel ¢6zimi ¢y, ¢o’ler keyfi sabitler ol-
mak iizere

7 = e~ (cy sin 2V/3t + ¢, cos 2v/3t) (5.39)
olacaktir. (5.39)’u t’ye gore tiiretirsek,

dr o

= =20 + 2v/3¢5) sin 2v/3t 4 (2v/3¢; — 2¢5) cos 2V/3t] (5.40)

buluruz. (5.38)’deki baslangi¢ sartlarini (5.39) ve (5.40) denklemlerine
uygularsak,

1 3
Co — —, 2\/301—262:(), cl = £
2 6
elde ederiz. Boylece ¢oziim,
3 1
r=e % (% sin 2v/3t + 5 €S 2\/325) (5.41)

olacaktir. Simdi bu ¢6ziimi (5.32)’deki sekle sokalim.

3 1 311 3
% sin 2\/325 + 3 COS 2\/§t = g lQ sin 2\/525 + g COoS 2\/54 =
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? COS (2\/515 — %)

olur ki, (5.41) ¢6ziimi

T = ?e‘gt cos (2\/§t — %) (5.42)

seklinde vazilabilir.

Yorum. Bu, sonimli salinimle hareket'tir [1. hal]. Soéniim

carpani ?e*%, periyod 27 /21/3 ve logaritmik azalma da 2+/37/3 olur.

(5.42)’deki ¢oziimiin grafigi Sekil 5.7°de goriilmektedir. Bu sekilde

V3

T =FY et egrileri kesik cizgilerle gosterilmigtir.

Sekil 5.7

Ornek 5.3.  5.2. 6rnekteki problemi, ortamm sisteme uyguladig
direncin paund cinsinden 4%—‘;’ yerine SZ—f olmasi ve diger ozelliklerin ayni
kalmasi halinde ¢oziniiz.
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Formiilasyon.  Bu, serbest soniimlii bir hareket oldugundan
(5.27) denklemi yine gegerlidir. Bu durumda k& = 16 Ib/ft olur. w = mg
oldugundan m = 1 slug fakat a = 8 olarak bulunur. O zaman (5.27)

denklemi » p
z T

416 = 4

72 +8dt+ 6x =20 (5.43)

haline gelir. Baglangic sartlari da degismeden
z(0) = =, Z'(0) =0 (5.44)

olur.

Cozum. (5.37) denklemi icin yardimer denklem ve kokleri;
7“2+87"+16:O, 7”1’2:—4

olacaktir ve boylece (5.37)'nin genel ¢6zimi ¢y, ¢o’ler keyfi sabitler ol-
mak lizere

r = (c; +cyt)e (5.45)
olacaktir. (5.45)'u t’ye gore tiiretirsek,

dr

dt
buluruz. (5.44)’deki baslangi¢ sartlarini (5.45) ve (5.46) denklemlerine
uygularsak,

(co — dcy — dept)e ™ (5.46)

1
6125, 02—461:(), 02:2
elde ederiz. Boylece ¢oziim,
1
T = 0(5 + 2t)e (5.47)

olacaktir.

Yorum. Bu, kritik séniimli hareket'tir [2. hal]. (5.47)ye bakar-
sak, yalniz ve ancak ¢ = —i oldugunda = = 0 olmaktadir. Demek ki
t > 0 igin x # 0 olur ve cisim denge konumundan ge¢mez. (5.47)’yi
turetirsek ‘fl—f > 0, Vt > 0 elde edilir. Boylece cismin denge konumuna

gore yer degistirmesi, zamana gore azalan bir fonksiyondur. Yani cisim
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serbest kalinca geriye, denge konumuna dogru inmege baglar ve ¢ — 0o
icin monoton olarak x — 0 olur. Bu ylzden problem, yukaridaki genel
incelemede 2. halin (a) sikkinda ele alinan duruma 6rnektir. (5.47)’deki
coziimiin grafigi Sekil 5.8’de kesiksiz cizgiyle gosterilmistir.

Sekil 5.8

Ornek 5.4. 5.3. ornekteki problemi, ortamm sisteme uyguladig:
direncin 4%‘;’ yerine 10”’(7‘27 olmast ve diger ozelliklerin ayni kalmasi halinde
¢Oziiniiz.

Formiilasyon.  Bu, serbest soniimlii bir hareket oldugundan
(5.27) denklemi yine gecerlidir. Bu durumda £ = 16 Ib/ft olur. w = mg
oldugundan m = 1 slug fakat @ = 10 olarak bulunur. O zaman (5.27)
denklemi

Az dz
— 4+ 10—+ 162 =0 5.48
gz g T (5.48)
haline gelir. Baglangic sartlar1 da degismeden
1
z(0) = 27 Z'(0) =0 (5.44)

kalir.

Cozum. (5.37) denklemi icin yardimer denklem ve kokleri;

r? 4+ 10r + 16 = 0, ro=-2, ry=-8
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olacaktir ve boylece (5.37)'nin genel ¢6zimi ¢y, ¢o’ler keyfi sabitler ol-

mak lizere

T = 616_% + 626_&

olacaktir. Bu denklemi t’ye gore tiiretirsek,

dx
dt

= —2cie7 % — 8¢qe™ B

buluruz. (5.44)’deki baglangi¢ sartlarini uygularsak,

2 1
. = —9¢1 — 8¢y =0 o= 2 =
C1+ Co 57 C1 Co ; C1 3’ Co 5
elde ederiz. Boylece ¢oziim,
2 1
€T = §€_2t — 66_& (549)

olacaktir.

Yorum. Bu, asir1 séniimlii hareket'e bir 6rnektir [3. hal]. Genel
yapist bakimindan ¢6ziim, 5.3 érnegindeki (5.47) ¢oziimii ile aymidir.
Yalniz burada fazla soniim sebebiyle cisim denge konumuna daha yavas
iner. Coziimiin grafigi Sekil 5.8’de kesikli cizgiyle gosterilmistir.

ALISTIRMALAR

1. w=2.5 Newton agirliginda bir cisim, bir spiral yayin ucunda
tavana asilmistir. Cisim denge konumuna, yay 12 cm uzadiktan sonra
varmigtir. Sonra cisim denge konumundan agagi dogru 6 cm cekilerek
+ = 0 aninda buradan serbest birakilmigtir. Sisteme etkiyen hicbir dig
kuvvet yoktur ama, ortam cisme sayisal olarak, Z—f m/sn cinsinden ani
hiz olmak olmak tizere 2%—‘;”ye esit bir direnc¢ uygulamaktadir.

(a) Hareketin diferansiyel denklemini kurunuz ve baglangic sartla-
rini belirleyiniz.

(b) (a)’da kurulan diferansiyel denklemi ¢dzerek cismin yer degis-
tirmesini zamanin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

(¢) (b) kisminda bulunan ¢dziimii, metinde (5.32) denklemindeki

gibi farkli bir sekilde yaziniz.
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(¢) Hareketin periyodu denilen sayiy1 hesaplayimiz.
(d) Hareketin grafigini zamanin bir fonksiyonu olarak ¢iziniz.

2. w=b Newton agirliginda bir cisim, tavana asili ve diigey olarak
duran bir spiral yayin ucuna asilmigtir. Cisim denge konumuna, yay 20
cm uzadiktan sonra varmistir. Cisime bundan sonra denge konumun-
dan asagi dogru, ¢ = 0 aninda agagiya dogru yoénelmig 60 cm/sn’lik
bir hizla harekete baglayacak sekilde vurulmugtur. Sisteme etkiyen
hicbir dig kuvvet yoktur ama, ortam cisme sayisal olarak, CC% m/sn
cinsinden ani hiz olmak olmak iizere 6d‘”’ye egit bir diren¢ uygulamak-
tadir. Cismin yer degigtirmesini zamanin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

Hareketin grafigini ¢iziniz.

3. w=2.5 Newton agirhginda bir cisim, tavana asili ve diigey olarak
duran bir spiral yayin ucuna asilmigtir. Cisim denge konumuna, yay 15
cm uzadiktan sonra varmistir. Cisim bundan sonra denge konumundan
agagl dogru 9 cm cekilerek, ¢ = 0 aninda serbest birakilmigtir. Sisteme
etkiyen hicbir dis kuvvet yoktur ama, ortam cisme sayisal olarak, ¢ o
m/sn cinsinden ani hiz olmak olmak {izere 4d$’ye esit bir direnc¢ uygu-
lamaktadir. Cismin yer degistirmesini zamanin bir fonksiyonu olarak
bulunuz ve hareketin grafigini ¢iziniz.

4. w=5 Newton agirliginda bir cisim, tavana asili ve diigey olarak
duran bir spiral yayin ucuna asilmigtir. Cisim denge konumuna, vay 15
cm uzadiktan sonra varmigtir. Cisim bundan sonra denge konumundan
agagl dogru 9 cm cekilerek, £ = 0 aninda serbest birakilmigtir. Sisteme
etkiyen hicbir dis kuvvet yoktur ama, ortam cisme sayisal olarak, ¢ o
m/sn cinsinden ani hiz olmak olmak tizere 10d$’ye esit bir diren¢ uygu-
lamaktadir. Cismin yer degistirmesini zamanin bir fonksiyonu olarak
bulunuz ve hareketin grafigini ¢iziniz.

5. w=8 Newton agirliginda bir cisim, tavana asili ve diigey olarak
duran bir spiral yayr 15 cm uzatmistir. Cisim bundan sonra denge
konumundan asagi dogru 20 cm cekilerek, £ = 0 aninda serbest birakil-
migtir. Ortam cisme sayisal olarak, Z—f m/sn cinsinden ani hiz olmak
olmak tizere Qd’” 'ye egit bir diren¢ uygulamaktadir.

(a) C1sm1n yer degistirmesini zamanin bir fonksiyonu olarak bu-
lunuz. Coziimi, metinde (5.32) denklemindeki gibi farkli bir sekilde

yaziniz.
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(b) Hareketin periyodu denilen sayiy1 hesaplayimiz.
(d) Cisim denge noktasindan ne zaman gecer?

6. w=2 Newton agirliginda bir cisim, tavana asili ve diigey olarak
duran bir spiral yay1 20 cm uzatmigtir. Cisim bundan sonra denge konu-
mundan agagl dogru biraz cekilerek, ¢ = 0 aninda serbest birakilmigtir.

Ortam cisme sayisal olarak, % m/sn cinsinden ani hiz olmak olmak

' dt
lizere a%’ye esit (a > 0) bir direng uygulamaktadir. Sistemin hareke-
tinin a’nin hangi degerleri i¢in salinimli, kritik sontimli ve agir1 soniimli

olacagini belirleyiniz.

7. w=2 Newton agirliginda bir cisim, tavana asili ve diigey olarak
duran bir spiral yay1 15 cm uzatmigtir. Cisim bundan sonra denge konu-
mundan agagi dogru 8 cm cekilerek, # = 0 aninda serbest birakilmigtir.

Ortam cisme sayisal olarak, % m/sn cinsinden ani hiz olmak olmak

lizere a‘é—f’ye esit (a > 0) bir d(ii;eng uygulamaktadir.

(a) Sistemin hareketinin a'nin hangi degerleri igin kritik séniimli
olacagini belirleyiniz. Sonra bu kritik a degeri icin cismin yer degistir-
mesini zamanin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

(b) Cismin yer degistirmesini bu a degerinin yarisina esit bir séniim
icin bulunuz.

(c) Cismin yer degigtirmesini (a) sikkindaki ¢ degerinin iki katina
esit bir sontim icin bulunuz.

8. w=4 Newton agirliginda bir cisim, tavana asili ve diigey olarak
duran, Hook sabiti 2 Newton/m olan bir spiral yayin ucuna asilmigtir.
Cisim denge konumunda durduktan sonra agagi dogru 15 cm cekilerek,
t = 0 aninda agagiya dogru 30 cm/sn’lik bir ilk hizla harekete baglatil-
migtir. Ortam cisme sayisal olarak, Z—f m/sn cinsinden ani hiz olmak
olmak tizere a%’ye esit (a > 0) bir diren¢ uygulamaktadir.

(a) Sistemin hareketinin saliniml olmamasi i¢in ¢’nin en az hangi
degerde olmast gerektigini belirleyiniz.

(b) a’nin bu degeri igin cismin yer degigtirmesini zamanin bir fonk-
siyonu olarak bulunuz.

(c) Cismin bir £ = T > 0 aninda denge konumuna gore bir ek-
stremum yer degistirme yaptigini gosteriniz ve T zamanini ve ekst-
remum yerdegistirmeyi bulunuz. Cismin bundan sonra ¢ — 00 i¢in

monoton olarak denge konumuna gidecegini gosteriniz.
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(¢) (b) sikkinda buldugunuz degigtirmenin grafigini ¢iziniz.

9. w=10 Newton agirhginda bir cisim, tavana asili ve dugey olarak
duran bir spiral yayin ucuna asilmigtir. Cisim denge konumunda dur-
duktan sonra agagi dogru biraz cekilerek, £ = 0 aninda agagiya dogru
30 ecm/sn’lik bir ilk hizla harekete baglatilmigtir. Ortam cisme direng
gostermeseydi, hareketin dogal frekansi 4 /7 titresim/sn olacakti. Oysa
ortam cisme sayisal olarak, %‘;’ m/sn cinsinden ani hiz olmak olmak
lizere a%L’ye esit (a > 0) bir diren¢ uygulamaktadir ve bu yiizden sis-
temin hareketinin frekansi, dogal frekansinin ancak yarisi olmaktadir.

(a) Kk yay sabitini belirleyiniz.

(b) @ soniim katsayisini bulunuz.

10.  Yay sabiti £ olan bir yayin ucuna diigey olarak asilmig, m
kiitleli bir cismin, ani hizla orantili diren¢ uygulayan bir ortamdaki
hareketinin diferansiyel denklemi (5.27) ile verilir. Soniimlii, salinimli
hareket halinde bu denklemin ¢6ziimi (5.33) ile verilir. Bu sekilde
tanimlanmig z yerdegistirmesinin

k a?
wl = -
1 m  4m?
olmak iizere
1
by = — {arotan (— ) +nm — gb]
w1 2muwq

esitligi ile verilen zamanlarda bir ekstremumdan (maksimum veya mi-
nimum) gegecegini gosteriniz.
11. Bir yayin ucuna diisey olarak asilmig, birim kiitleli bir cismin,

belli bir ortamdaki hareketinin diferansiyel denklemi b > 0 olmak tizere

d%x dx
— 2+ b =0
gz T e

ile verilmistir. Cismin baglangic yerdegistirmesi A metre ve baglangig
hiz1 B m/sn’dir.
(a) Hareketin kritik séniimlii oldugunu ve yerdegigtirmenin

r = (A+ Bt + Abt)e™
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ile verilecegini gosteriniz.

(b) A ve Bsayllan, —A/(B+bB) <0, B/b(B+ Ab) <0 olacak
sekilde ise cismin, ¢ > 0 icin ya denge konumundan gecerek veya denge
konumuna goére bir ekstremum yerdegistirme yaparak, £ — oo iken
monoton bir sekilde denge konumuna gidecegini kanitlayiniz.

(c) A ve Bsaylan, —A/(B+bB) <0, B/b(B+ Ab) >0 olacak
sekilde ise cismin, £ > 0 i¢in denge konumundan ge¢medigini, ancak
t = B/b(B + Ab) aninda denge konumuna gore bir tek ekstremum
yerdegistirme yaparak, ¢ — oo iken monoton bir gekilde denge konu-
muna gidecegini ispat ediniz.

(d) A ve Bsayilan, —A/(B +bB) >0 olacak sekilde ise cismin,
t = —A/(B+ Ab) aninda denge konumundan gectigini, ¢ = B/b(B+ Ab)
aninda denge konumuna gore bir tek ekstremum yerdegistirme yaparak,
t — oo iken monoton bir gekilde denge konumuna gidecegini ispat edi-
niz.

5.4 Zorlanmis Hareket

Burada onemli bir 6zel hal olan zorlanmas hareket’i ele alacagiz. Bu-
rada sadece cisme ortamin gosterdigi direnci hesaba katmakla kalmayip,
sistem tizerine disaridan etkiyen ve Fi,w birer sabit olmak iizere

F(t) = Ficoswt, Yt>0

ile tanimli periyodik zorlama kuvvetlerini de igin icine katacagiz. O
zaman (5.7)'deki temel diferansiyel denklem

d*z  dx
Mmooy + a— + kz = F) coswt (5.50)

haline gelir. Denklemin iki yanini m’ye béler, (kolaylik olsun diye)
E = \2 & =9pve &L = E; dersek, (5.50) diferansiyel denklemi

m

d? d

d—tf + de—i + Az = B coswt (5.51)
haline gelir. ¢ > 0 soniim katsayisinin kritik sontim degerinden daha
kii¢iik oldugunu kabul edecegiz. Yani, b < A olacagini varsayiyoruz.
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Boylece (5.32)’ye gore, (5.51)’in tiimleyen fonksiyonu,
r = ce " cos(V A2 — b2t + ¢) (5.52)

Simdi belirsiz katsayilar yontemiyle (5.51) denkleminin bir 6zel integ-
ralini bulacagiz.

z, = Acoswt + Bsinwt (5.53)
dersek
d d?
d—;ﬁ = —wAsinwt + wB cos wt, d—tf = —w?Acoswt — w?Bsinwt

olur ki bunlar1 (5.51)’de yerlerine koymakla
[—2bwA + (A — w?)B]sinwt + [(\* — w?) A + 2bwB] cos wt = E; cos wt

elde edilir. Boylece A, B’yi belirlenir:

P S i {A= e S
2 _ 2 _ _ bw E1 ’
(N —w?)A+2wB = E, B_(AL;)W

Bunlar1 (5.53)’te yerlerine yazinca 6zel integral

E,

(A2 — w?)? 4 4b%w? [(A\? — w?) cos wt + 2bw sin wi]

Z'p:

olarak bulunur. Bunu faz agili sekle sokarsak,

2 _ 2
cosf = A , sinf = 2w (5.55)
V(A2 = w?)? + 4p2? V(02 — w?)2 + 4b%w?

tanimini yaparsak,

(\ — w?) coswt + 2bw sinwt = \/(/\2 — w?)? 4 4bh?w?

A2 — w? 2bw
X coswt + sin wt
\/()\2 — w?)? + 4b%w? \/(/\2 — w?)2 4 4b%w?
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\/(/\2 — w?)? 4 4b%w?[cos wt cos O + sin wi sin §] =

V2 = w?)2 + 40202 cos(wt — )
bulunur. Boylece 6zel integral
Ey
V02 — w?)2 + 4b20?

cos(wt — 0) (5.56)

Z'p:

haline gelir. (5.52) ve (5.56)y1 kullanirsak, (5.51)’in genel ¢éziimi

Ey

b
z = ce " cos(VA2 — b2t + ¢) + (A2 — w?)2 + 4b2w?

cos(wt — 0) (5.57)

olur. Bu ¢oziimiin iki terimden olustuguna dikkat ediniz. Birinci terim
ce™ " cos(V A2 — b2t + ¢)

, I7 coswt olmadiginda sistemin toplam hareketini temsil edecek olan
soniimli salimimi temsil eder. Dig kuvvetin varhigindan kaynaklanan
ikinci terim
Ey

(A2 — w?)? + 4b2%w?
ise, periyodu 27 /w periyodlu bir basit harmonik hareketi temsil eder.
ce~ carpani sebebiyle birinci terim zamanla kiiciiliir ve ihmal edilebilir
hake gelir. Bu yiizden bu terime gecici terim denir. Ikinci terim sabit
genlikli bir kosiniis terimi olarak harekete periyodik salinimli olarak
katkida bulunmaya devam eder. Zamanla birinci terim etkisizlegir ve
harekete ikinci terim hakim olur. Bu ylizden bu ikinci terime kararis
hal terimi denir.

cos(wt — 0)

Ornek 5.5.  w=b Newton agirhginda bir cisim, bir spiral yayin
ucunda tavana asilmistir. Yayin yay sabiti 100 Newton/m’dir. Cisim
denge konumunda durduktan sonra ¢ = 0 aninda F(t) = bcos2t dig
kuvvetinin etkisine giriyor. Ortam cisme sayisal olarak, Z—f m/sn cinsin-
den ani hiz olmak olmak iizere Z‘é—f’ye esit bir diren¢ uygulamaktadir.
Yayin ucuna bagli olan bu cismin yer degistirmesini zamanin bir fonk-

siyonu olarak bulunuz.
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Formiilasyon. Hareketin temel denklemi

Pz d
mET +a= 4 kz = F(t) (5.58)

olacaktir. Bu probleme ait biiyiiklikler, £ = 100 Newton/m, w = mg
oldugundan m = 5/10 = 0.5 kg-kiitle, a = 2 ve F(t) = 5cos 2t olur. O
zaman (5.58) denklemi

d’z  _dz
OB@ + Qa + 100z = 5 cos 2¢
veya
d’x dx
o H A+ 2000 = 5eos2t (5.59)

haline gelir. Baglangic sartlar1 da
z(0) = 0.0, Z'(0) =0 (5.60)
olur.
Cozuim. (5.59) denklemi icin yardimer denklem ve kokleri;
2 + 47 4+ 200 = 0, rig = —2 %+ 14

eglenik kompleks sayilari olacaktir ve boylece (5.59) un tiimleyen fonk-
siyonu, c1, ¢o’ler keyfi sabitler olmak iizere

z = e *(c; sin 14t + ¢, cos 14t)

olacaktir. Bir 6zel integral bulmak icin belirsiz katsayilar yontemini
kullanirsak,
xp = Asin2t + Bcos 2t

Yazabiliriz. Bunu (5.59)’da yerine koyarsak A, B i¢in,

{—8A+196B:0 {Azgggg
196A+8B=5 B =0
elde edilir ki,
245 sin 2t + > 2t
= —— S1n — COS 41
“r = 9588 4794
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ve (5.59)’un genel ¢6zimi,
z = e *(c; sin 14t + ¢, cos 14t) + 245 sin 2t + D cos2t) (5.61)
9588 4794
olarak bulunur. (5.61)’i t’ye gore tiiretirsek,
dz

i —2e~? (¢ sin 14t + ¢, cos 14t)+

—2t - 2 .
e~ (14c; cos o 8in 14t) + cos 397 St (5.62)

buluruz. (5.60)’daki baglangi¢ sartlarini (5.61) ve (5.62) denklemlerine
uygularsak,

245
024—@ =0, —2024—14014—@,
elde ederiz. Boylece,
255 5t
T ek @7 Tamer
ve verilen baglangic sartlarni saglayan c¢oziim artik soyle olur:
T = e‘%—% sin 14t — 594 cos 14t) + 9254858 sin 2t + 1702 ¢ 2t

Yorum. Céziimdeki

255 .
—————Sln
2397 x 14

parcasi, soniimli salimimli bir hareketi temsil eden gecici terim’dir.
Kisa siire sonra ihmal edilebilecek kadar kiiciiliir. Mesela £ > 3 icin
sayisal degeri 0.002’den kiiciiktiir. Sekli 5.9(a)’da verilmistir.

245 .
sin 2t +
9588 4794

terimi, periyodu 7 olan basit harmonik bir harekettir. Sekli 5.9(b)’de
gosterilmigtir. Sekil 5.9(c), (5.66)’daki ¢oziime aittir. Kisa bir siire
sonra gecici terimin etkisiz hale geldigi ve harekete kararli hal ¢ozimii-
niin hakim oldugu goriilmektedir.

5
2 14t — —— cos 14t)
4794

cos 2t
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Sekil 5.9
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ALISTIRMALAR

1. w=2.5 Newton agirliginda bir cisim, bir spiral yayin ucunda
tavana asilmigtir. Yay sabiti 3 Newton/m olarak verilmigtir. Cisim
denge konumunda durduktan sonra ¢ = 0 aminda F'(t) = 12cos20¢
dig kuvvetinin etkisine giriyor. Ortamin cisme hissedilebilir bir direng
uygulamadigini kabul ederek, bu cismin yer degistirmesini zamanin bir
fonksiyonu olarak bulunuz.

2. w=5 Newton agirhginda bir cisim, bir spiral yayin ucunda ta-
vana asilmigtir. Yay 15 cm uzadiktan sonra denge konumunda duruyor.
Sonra t = 0 aninda F'(t) = 40 cos 16¢ dig kuvvetinin etkisine giriyor. Or-
tam cisme, sayisal olarak, fl—f m/sn cinsinden ani hiz olmak olmak iizere
4%’ye egit bir diren¢ uygulamaktadir.

(a)  Bu cismin yer degistirmesini zamanin bir fonksiyonu olarak
bulunuz.

(b) (a) sikkinda bulunan ¢éziimiin gegici ve kararl hal terimlerinin
grafiklerini ayr1 ayri cizdikten sonra bunlardan yararlanarak ¢oziimiin

tamaminin seklini elde ediniz.

3. w=b Newton agirliginda bir cisim, bir spiral yayin ucunda tavana
asilmigtir. Yay sabiti 20 Newton/m olarak verilmistir. Cisim denge kon-
umunda durduktan sonra ¢ = 0 aminda F'(¢t) = 10 cos 8¢ dig kuvvetinin

etkisine giriyor. Ortam cisme, sayisal olarak, %2 m/sn cinsinden ani hiz

’ dt
olmak olmak iizere 5%’ye esit bir diren¢ uygulamaktadir. Bu cismin
yer degistirmesini zamanin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

4. w=3 Newton agirliginda bir cisim, bir spiral yayin ucunda tavana
astlmigtir. Yay 8 cm uzadiktan sonra denge konumunda duruyor. Sonra
t = 0 aminda F'(t) = 13 cos4t dig kuvvetinin etkisine giriyor. Ortam
cisme, sayisal olarak m/sn cinsinden ani hizin iki katina egit bir direng
uygulamaktadair.

(a)  Bu cismin yer degistirmesini zamanin bir fonksiyonu olarak
bulunuz.

(b) (a) sikkinda bulunan yerdegistirmenin gegici ve kararl hal te-
rimlerinden olugtugunu gordiikten sonra, kararli hal teriminin genligini
bulunuz.
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5. w=2 Newton agirhiginda bir cisim, bir spiral yayin ucunda ta-
vana asillmigtir. Yay 10 cm uzadiktan sonra denge konumunda duruyor.
Sonra t = 0 aminda F(t) = 27 cos4t — 3 cos 4t dig kuvvetinin etkisine
giriyor. Ortam cisme, sayisal olarak m/sn cinsinden ani hizin ii¢ katina
egit bir direnc¢ uygulamaktadir. Bu cismin yer degistirmesini zamanin
bir fonksiyonu olarak bulunuz.

6. w=10 Newton agirhginda bir cisim, yay sabiti 100 Newton/m
olan bir spiral yayin ucunda tavana asilmigtir. Sonra £ = 0 aninda
F(t) = sint + 1 sin 2t + £ sin 3¢ dig kuvvetinin etkisine giriyor. Ortam
cisme, sayisal olarak m/sn cinsinden ani hizin iki katina egit bir direng
uygulamaktadir. Bu cismin yer degistirmesini zamanin bir fonksiyo-
nu olarak bulunuz, kararli hal terimini {ist liste bindirme ilkesini (4.
Boliim, Teorem 4.12) kullanarak elde ediniz.

7. w=8 Newton agirhginda bir cisim, yay sabiti 200 Newton/m
olan bir spiral yayin ucunda tavana asilmistir. Sonra { = 0 aninda
F(t) = 40cos2t dig kuvvetinin etkisine giriyor. Bu kuvvet etkisini
t = 7 anina kadar sirdiriiyor. ¢ > 7 icin cisme etkiyen hicbir dig
kuvvet yoktur. Ortam cisme, sayisal olarak m/sn cinsinden ani hizin
dort katina esit bir diren¢ uygulamaktadir. Bu cismin yer degistirmesini
t > 0 i¢in zamanin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

8.  Bir spiral yayin ucunda tavana asilmig m kiitleli bir cismin
hareketini temsil eden (5.7) diferansiyel denklemini gézoniine alalim.
Cismin, ¢ > 0 i¢in Fy ve w sabitler olmak tizere F(t) = Fysinwt dig
kuvvetinin etkisinde oldugunu kabul edelim. Bu durumda (5.7) denk-
leminin ¢6ziimiiniin kararli hal teriminin b = a/2m, X2 = k/m, E, =
Fy/m ve 6 (5.55)de tamumlanan ac¢1 olmak {izere

By

D2 =27 1 177 sin(wt — 6)

Z'p:

seklinde yazilabilecegini gosteriniz.

9. w=10 Newton agirhiginda bir cisim, bir spiral yayin ucunda ta-
vana asillmigtir. Yay 15 cm uzadiktan sonra denge konumunda duruyor.
Sonra t = 0 aninda F'(t) = 15cos7t dig kuvvetinin etkisine giriyor.
Soniimiin ihmal edilebilecek kadar kii¢lik oldugu kabul edilmektedir.
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(a) Bu cismin yer degistirmesini zamanin bir fonksiyonu olarak
bulunuz.

(b) (a) sikkinda bulunan yerdegistirmenin A(t) = 2sinf olmak
lizere © = A(t)sin 2 seklinde yazilabilecegini gosteriniz. A(t) hzh
olarak titregen sin == 15t terimine gore nisbeten yavag degisen bir genlik
olarak dusunuleblhr Maksimum genlikte boyle dalgalanmalar akustik
uygulamalarinda ortaya cikar ve bunlara vuru denir.

(¢) Yavag degisen A(t) = 2sin % genligini ve onun ters igaretlisi
—A(t)’yi dikkatle ¢iziniz. Sonra bunlari simirlayan egriler olarak kul-

lanip, © = A(t) sin 22t yerdegistirmesinin grafigini elde ediniz.

10.  w=b Newton agirhginda bir cisim, yay sabiti 10 Newton/m
olan bir spiral yayin ucunda diisey olarak bir destege asilmistir. Sonra
denge konumunun 15 cm altina kadar cekilerek £ = 0 aninda serbest
birakilmigtir. Tam bu anda yay1 tasiyan destek, diisey olarak baglangic
konumuna gore %sin 2t, 1 > 0 yerdegistirmesi yapacak sekilde hare-
kete bagliyor. Ortam cisme, sayisal olarak m/sn cinsinden ani hizin iki
katina egit bir direnc uygulamaktadir.

(a) Bu cismin denge konumu etrafindaki yerdegistirmesinin difer-
ansiyel denkleminin, y = %sin 2t olmak tizere

1d%z dx

— T 0 — 1) — 922

2 dt? 0z —y) =25
veya

d2

dx
ﬁ+4d_+20$_ 10 sin 2¢

olacagini gosteriniz.

(b) (a) sikkinda elde edilen diferansiyel denklemi ¢6ziiniiz. Gegerli
baglangic sartlarini uygulayarak x yer degistirmesini zamanin bir fonk-
siyonu olarak bulunuz.
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5.5 Rezonans

Simdi F(t) = Ficoswt, Vt > 0 ile tammlh periyodik dig kuvvet
yuzunden olusan kararli hal saliniminin genligini inceleyecegiz. F7 > 0
olmak iizere, sabit b, A, E; icin bu genligin w'nin

Ey

J= V2 — w2)? + 4p202 (567

seklinde bir fonksiyonu oldugunu (5.56) denkleminden goriiriiz.
w = 0 ise, F(t) kuvveti F gibi bir sabittir ve f(w) = £ > 0
degerini alir. Yine w — oo iken, (5.67)'den f(w) — 0 olacag: goriiliir.

f fonksiyonunu 0 < w < oo araliginda ele alalim.
w26 — (A\? — w?] =0

vani, w = 0 veya w = /A% — 20 olunca, f'(w) tiirevi sifir oluyor.
A2 < 20 ise a v/ A2 — 22 bir kompleks sayidir. Bu durumda f(w)'nin
0 < w < oo araliginda ekstremumu olamaz. w = 0 noktasinda aldig: %
degerinden itibaren monoton olarak azalir ve w — oo icin sifira gider.
A2 > 2p% olsun. O zaman f(w)nin w; = v/A? — 2b% noktasinda bir yerel

maksimumu olur ve burada aldigi maksimum deger
FE E
flw) = - 2 2
\/(2b2)2 + 462(A2 — 2b2) 20V A2 — b2

olur. Fjcoswt zorlayan fonksiyonu w = w; olacak sekilde ise, zorlayan
fonksiyon sistemle rezonans halindedir denir. Bagka bir deyisle F7 cos wt
zorlayan fonksiyonunun w acisal frekansi, f(w)’y1 maksimum yapan
w degerine esitse, bu zorlama sistemle rezonans halindedir denir. £t
degerine, sistemin rezonans frekans: denir. Rezonansin sadece \? > 2h?
halinde ortaya cikabildigine dikkat ediniz. O zaman \? > b? olur ki, bu
durumda soniim kritik degerden daha azdir.

Simdi (5.50) denkleminin gosterimine dénelim. m, a, k, Fy’ler cinsin-
den f fonksiyonu

1

flw) = (5.68)

(=) @)




288 BOLUM 5. IKINCI BASAMAK DENKLEM UYGULAMALARI

ve rezonans frekansi

1 [k a2
2 (5.69)

2r\m  2m2
olur. Bu harekete ait serbest soniimli hareketin frekansi

1 Jk a?

2r\m  4m?
oldugundan rezonans frekansinin, serbest sontimlii hareketin frekansin-
dan daha kii¢iik oldugunu goriiriiz.

Sekil 5.10

f(w) fonksiyonunun grafigine, sistemin rezonans egrisi denir. m, k
ve F7 degerleri verilmig bir sistemin, ¢ > 0 soniim katsayisinin her
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degeri i¢in bir rezonans egrisi vardir. m = k = F; = 1 alalim ve
a > 0'1n cesitli degerleri icin rezonans egrilerini ¢izelim. Bu durumda
1
flw) =

\/(1 — w?)? + a’w?

ve rezonans frekansi %\/1 — ‘12—2 olacaktir. Bu harekete ait rezonans
egrileri Sekil 5.10’da goriilmektedir.

Rezonansin sadece ¢ < /2 halinde ortaya ciktigina dikkat ediniz.
a, V2 degerinden sifira dogru azalirken, rezonansin gorildigi w; degeri
sifirdan 1’e dogru artar ve f(w)'min bu frekansa kargt gelen degeri git-
tikge biiyiir. @ = 0 limit haline maksimum kaybolur ve w = 1’de sonsuz

siireksizligi ortaya cikar. O zaman

[0 PR —

(1— w?)? 1l —w?

olacagindan f(w) tammsizdir. Bu durum, simdi inceleyecegimiz si-
numsuz rezonans a bir ornektir.

Soniimsiliz rezonans, séniim olmadigi ve zorlayan kuvvetin frekansi,
sistemin dogal frekansina esit oldugu zaman ortaya cikar. Bu durumda

0 w 1 /k
a = _ = — J—
2 2w\ m

oldugundan (5.50) diferansiyel denklemi

d? [k
md—ff + kx = F} cos Et

veya Ey = F1/m olmak iizere

d? k k
d_tf + = E; cos ¢/ Et (5.70)

haline gelir. (5.70)’in tiimleyen fonksiyonu

k k
T, = cysin | —t + cycos (| —t (5.71)
m m
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oldugundan bir ozel integrali

| k | k
T, = Asin{/—t+ Bcosy/—t
m m

seklinde bekleyemeyiz.

x, = Atsiny/ t+BtcosU

almamiz gerekir. Bunu tiirevleri ile birlikte (5.70)’de yerine yazarsak,

E
-1 @veB:O

A=
2V k

olur. Boylece FE; cos \/gt zorlamasindan kaynaklanan ozel integral

_ B R,
{L'p— 9 L Sin m

fonksiyonudur. (5.71)’deki tiimleyen fonksiyonu faz acist formunda
vazarsak, (5.70) denkleminin genel ¢6ziimiiniin

T = ¢ COS (\/715 + q/)) \/7tsm\f (5.72)

olur. (5.72) ile tamimlanan hareket, bir periyodik terimle, %\/%t

genligi zamanla biiyiiyen bir salinimli terimden olugur. Bu salinimlh

E1 m . k
—/ - tsiny/—t
2V k V m

terimi ile tanimli hareketin grafigi Sekil 5.11’de goriilmektedir. ¢ ar-
tarken bu terim harekete bariz bir sekilde hakim olur. (5.72) ifadesi,
1 — oo iken salimmlarin sonsuz biyiiyecegini gostermektedir. Ancak
sag duyu, bu heyecan verici hal vukubulmazdan once sistemin kirilip
parcalanacagini ve artik (5.72) denkleminin daha fazla yiiriirlikte kal-
mayacagini soyler.
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Sekil 5.11

Ornek 5.6.  w=64 paund agirhgmda bir cisim, bir spiral yayin
ucunda tavana asilmigtir. Yayin yay sabiti 18 1b/ft’dir. Cisim denge
konumunda durduktan sonra denge konumunun 6 in¢ altina kadar ce-
kilip £ = 0 aninda serbest birakihyor. Ayni anda sistem F(t) = 3 coswt
dig kuvvetinin etkisine giriyor.

(a) Ortamin cisme sayisal olarak, 2 m/sn cinsinden ani iz olmak
olmak {izere 4%’ye esit bir diren¢ uyguladigini varsayarak hareketin
rezonans frekansini hesaplayiniz.

(b) Séniimiin bulunmadigini varsayarak, soniimsiiz rezonans vere-

cek w degerini hesaplayiniz.
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Cozum.
64
m = 1:; == 2 (slug), k=18, F(t) =3coswt
oldugundan diferansiyel denklem a soniim katsayisi olmak tlizere
d? d
Qd—; + ad—i + 18z = 3 coswt
olacaktir. (a) kismida a = 4’tiir ve diferansiyel denklem
d? d
Qd—; + 4d—:: + 18z = 3 coswt

haline gelir. Burada bizden denklemi ¢oézmemiz degil, sadece rezonans
frekansini bulmamiz isteniyor. (5.69) denklemini kullanirsak

1 /18 16

~ (.42
27\ 2 2 x4

titresim /sn olur ki rezonans, w = VT =~ 2.65 olunca ortaya cikar.
(b) kisminda a = 0’dir ve denklem

d*x
dt?

haline gelir. Soniimsiiz rezonans, zorlayan kuvvetin w/27 frekansi,
dogal frekansa esit olunca ortaya c¢ikar. (5.73) denkleminin tiimleyen
fonksiyonu c1, co’ler keyfi sabitler olmak iizere

3
+9z = 5 €S wt (5.73)

T, = ¢18in3t 4+ ¢cp cos 3t

olacaktir. Buradan sistemin dogal frekansinin 3/27 oldugunu anlariz.
Boylece w = 3 halinde soniimsiiz rezonans ortaya cikacaktir. Bu du-
rumda diferansiyel denklem

2
Cclitf + 9z = gcos 3t (5.74)
ve baglangi¢ sartlart da z(0) = 1, 2/(0) = 0 olur. (5.74) denkleminin
verilen baglangic sartlarini saglayan ¢oziimiiniin

1 1
T = §COS3t+ Ztsin?)t

olacag1 kolayca gosterilebilir.
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ALISTIRMALAR

1. w=12 paund agirliginda bir cisim, bir spiral yayin ucunda ta-
vana asilmigtir. Yay 6 in¢ uzadiktan sonra, cisim denge konumunda
durmugtur. Sistem ¢ = 0 anindan itibaren F(t) = 2coswt dig kuvve-
tinin etkisine giriyor.

(a) Ortamin cisme uyguladigr direng sayisal olarak, Z—f ft /sn cinsin-
den ani hiz olmak olmak tizere 3%‘;’ ise, hareketin rezonans frekansini
ve zorlayan kuvvet sistem ile rezonansta iken cismin yer degistirmesini
zamanin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

(b) So6niimiin bulunmadigini varsayarak, soniimsiiz rezonans vere-
cek w degerini hesaplayimmiz. Bu durumda da cismin yer degistirmesini
zamanin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

2. w=20 paund agirliginda bir cisim, bir spiral yayin ucunda ta-
vana asilmigtir. Yay 6 in¢ uazdiktan sonra, cisim denge konumunda
durmustur. Sistem ¢ = 0 anindan itibaren F'(t) = coswt seklinde cesitli
dig kuvvetlerin etkisine giriyor. Sistemin rezonans frekansinin saniyede
0.5 titregsim oldugu anlasiliyor. Ortamin cisme uyguladig: direnc sayisal
olarak, ‘fl—f ft /sn cinsinden ani hiz olmak olmak iizere @ ise, a soniim

dt
katsayisini hesaplayiniz.

3. Bir spiral yayin ucunda tavana asilmig birim kiitleli ve F'(t) =
30 cos wt dis kuvvetinin etkisi altindaki bir cismin hareketini temsil eden
diferansiyel denklem, ¢ > 0 soniim katsayisi olmak iizere

2
C;Tf + a% + 242 = 30 cos wi
olmaktadir.
(a) a=0, 2, 4, 6, 4v/3 icin sistemin rezonans egrilerini ciziniz.
(b) @ = 4 ise rezonans frekansini ve zorlayan kuvvet sistem ile
rezonansta iken, kararli hal titresiminin genligini bulunuz.
(c) (b)’deki igi a = 2 i¢in yapiniz.
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5.6 Elektrik Devresi Problemleri

Bu kisimda devrede (1) bir voltaj, (2) direncler, bobinler ve kondansa-
torler bulunmasi halinde diferansiyel denklemlerin uygulamalarini gore-
cegiz. Okuyucumuzun bu kavramlara biraz agina oldugunu kabul edip,
fazla ayrintiva girmeyecegiz. Bir elektromotor kuvvetinin kapalt bir
devrede bir akim dogurdugunu ve devrede bulunan direng, bobin, kon-
dansator gibi elemanlarin herbirinin iizerlerinde voltaj dismesine sebep
olduklarini séylemekle yetinelim. Cesitli devre elemanlar: iizerindeki
voltaj diigmelerini veren agagidaki formiilleri hatirlatalim:

(1) Bir diren¢ fizerindeki voltaj diismesi, R diren¢ denilen oranti
katsayisi ve ¢ de akim olmak iizere

Er=Ri (5.75)
(2) Bir bobin iizerindeki voltaj diismesi, L indiktans denilen oranti

katsayisi ve ¢ de yine akim olmak tizere

Er =1L — )
L=L (5.76)

(3) Bir kondansator iizerindeki voltaj diismesi, ¢ kapasitans denilen

orant1 katsayisi ve ¢ da ani yiuk olmak iizere

E.=—q (5.77)

c

olur. i = % oldugundan bu voltaj digmesi F, = %f@ dt alinir.
Bu hasaplar1 yaparken kullanacagimiz birimleri soyle siralayabiliriz:

Biyiikliik ve sembolii birimi
elektromotor kuvveti veya voltaj, F volt (V)
akim, 4 amper (A)
yik, ¢q coulomb
direng, R ohm ()
indiiktans, L henry (h)
kapasitans, C farad

Tablo 5.1
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Elektrik devrelerinin incelenmesinde en temel kanun sudur:

Kirchoff voltaj yasasi (1. bigim). Kapali bir devrede, belli
bir yonde hesaplanan ani voltaj diigmelerinin cebirsel toplami sifirdir.

Direng, bobin ve kondansatorler iizerindeki voltaj diigmelerinin i-
sareti, elektromotor kuvvetlerinden ileri gelen voltajlarla ters igaretli
oldugundan, bu kanunu farkli bir sekilde soyle de ifade edebiliriz.

Kirchoff voltaj yasas1 (2. bigim). Kapali bir devrede, direnc,
bobin ve kondansatorler iizerindeki voltaj diismelerinin toplami, toplam
elektromotor kuvvetine egittir.

Simdi Sekil 5.12°’deki devreye bakalim.

Sekil 5.12
Burada ve bundan sonra su semboller kullanilmaktadir:
Elektromotor kuvveti (pil, jenerator)
Direng
Bobin

Kondansator

Tablo 5.2
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Sekil 5.12’deki devreye Kirchoff yasasini uygulayalim. FE elektro-
motor kuvvetini gostersin. (1), (2) ve (3)’te verilen voltaj diigmesi
kurallarini kullanirsak hemen,

di 1
LY 4 Ri+-¢q=E (5.78)
dt %
diferansiyel denklemini elde ederiz. Bu denklemde i, ¢ gibi iki tane
bagli degigsken bulunuyor. Ancak bunlarin

_dg

= (5.79)

bagintist ile birbirlerine bagh oldugunu hatirlarsak, (5.78) diferansiyel

denkleminden » p .
q q
L—4+R—+—g=F .
7 + 7 + cq (5.80)

diferansiyel denklemini elde ederiz. (5.80) denklemi bir tek ¢ baglh
degiskeni cinsinden ikinci basamaktan lineer bir diferansiyel denklem-
dir. Ote yandan (5.78) denkleminde iki yamin t’ye gére tiirevini alip,
(5.79)u hesaba katacak olursak, ¢’yu (5.79) denkleminden uzaklagtirip
d%i di 1. dE

Ldt2 + Rdt + 1= (5.81)
elde ederiz. Bu da bir tek 7 bagli degiskeni cinsinden ikinci basamaktan
lineer bir diferansiyel denklemdir.

Boylece ¢ yiikii ve 4 akimi i¢in sirasiyla (5.80) ve (5.81) ikinci ba-
samaktan lineer bir diferansiyel denklemlerini elde ederiz. Ayrica g¢ok
basit iki 6zel halde problem, bir birinci basamak lineer bir diferan-
siyel denkleme indirgenir. Devrede kondansator yoksa, (5.78) denklemi
hemen Ji

i

La—I—MZE

haline gelir. Oysa devrede bobin yoksa (5.80) denklemi
dg 1
ML =E
Rdt * !

olur.
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Orneklere gecmeden once ilging ve faydali bir benzerlige dikkati
cekelim. Yiik i¢in yazilan (5.80) diferansiyel denklemi 5.1 kisminda,
yaymn ucuna bagli cismin salimmlart i¢in yazilan (5.7) denklemiyle,
gosterim i¢in kullanilan harfler diginda aymdirlar. Yani (5.80) denk-
lemiyle tamimlanan elektriksel sistem, 5.1 kisminin (5.7) denklemiyle
tanimlanan mekanik sistemin benzeridir. Bu benzerlik agagidaki tablo-
dan c¢ikarilmigtir:

Mekanik sistem Elektrik sistem
kiitle m indiiktans L
sontim katsayist a diren¢ R
vay sabiti k kapasitansin tersi %
zorlama kuvveti F(t) uygulanan voltaj veya emf F
yer degistirme x yik ¢

_d . d
hiz v = % akim ¢ = %1

Tablo 5.3

Ornek 5.7. E = 100sin 40t elektromotor kuvveti, 10 Q’luk bir
direng ve 0.5 h buyiikliigiinde bir bobin, bir devrede seri olarak yer al-
miglardir. Baglangigta akim (0) = 0 olduguna gore herhangi bir £ > 0
amindaki akimi bulunuz.

Formiulasyon. Devrenin diyagrami Sekil 5.13’te gosterilmistir.
i(t), t aninda amper cinsinden akimi gostersin. Toplam elektromotor
kuvveti £ = 100sin 40t olarak verilmig. (1) ve (2) kanunlarini kul-
lanirsak, voltaj diismelerinin soyle oldugunu goririiz:

(1) direng iizerinden: Fr = Ri = 10i.

(2) indiiktdr iizerinden: By, = L4 = 1%
Kirchoff yasasini kullanirsak,
1di di
§d—z +10i = 100sin 40¢ veya d—z 4 20i = 200sin 40t (5.82)

diferansiyel denklemi elde edilir. Baslangi¢ sart1 ise

i(0) =0 (5.83)
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olur.
Sekil 5.13
Coziim.  (5.82) denklemi birinci basamaktan lineer bir denk-
lemdir.

oJ 20 dt _ 20t

bu denklem i¢in bir integrasyon carpamdir. (5.82)’yi bununla ¢arpinca

di d
e2°t£ +206™" = 2006 sin 40t veya —[e"i] = 200¢™ sin 40¢

elde edilir. Integre eder ve sadelestirirsek,

i = 2(sin 40t — 2 cos 40t) + ce ™%
bulunur. (5.83) baglangic sarti uygulanirsa ¢ = 4 bulunur. Bdylece
¢cOzuUm

i = 2(sin 40t — 2 cos 40t) + de™ 2

olur. Trigonometrik terimleri faz acili hale getirirsek,

1 2
i=2V5 | —=sin40t — —— cos 40t | + 420t
(\/5 V5 )

veya

5 1 , 2
— aIrCCos——= = arcesin | ———
V5 V5

olmak tizere

i = 2v/5sin(40t + @) + 472" (5.84)
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elde edilir. Yukaridaki ¢ acisini ¢ = —1.11 radyan olarak hesaplariz.
Boylece devredeki akim yaklagik olarak

i = 4.47sin(40t — 1.11) + 4e~>%

olur.

Yorum.  Coziim bir siniisoidal parca ile bir iistel parcadan o-
lusmaktadir. Ustel parca kisa zamanda hizla kiiciiliip farkedilmez hale
gelir. Bu yiizden gecici terimdir. Boylece kisa zaman sonra sintisoidal
parca tim harekete hakim olur, bu nedenle kararils hal akims’ dir. Bunun
periyodu, elektromotor kuvvetinin periyodu ile ayni ve 55 olmaktadir.
Ancak ¢ = —1.11 olan faz acisi, elektromotor kuvvetinin, kararli hal
akiminin yaklagik olarak % uzunluk birimi ontinden gittigini goster-
mektedir. Akimin zamanin bir fonksiyonu olarak grafigi Sekil 5.14’te

goriilmektedir.

Sekil 5.14

Ornek 5.8. E = 100sin 60t elektromotor kuvveti, 2 ’luk bir
direng, 0.1 A biiyiikligiinde bir bobin ve % farad degerinde bir kon-
dansator bir devrede seri olarak yeralmiglardir (Sekil 5.15% bakiniz).
Baslangigta kondansator tizerindeki akim ve yiik sifir ise, kondansator
tizerinde herhangi bir £ > 0 anindaki yiiki bulunuz.

Formulasyon (I) Kirchoff yasasiny dogrudan uygulayarak. i(t),
t aninda kondansator iizerindeki amper cinsinden akimi, ¢(t) de yiiki
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gostersin. Toplam elektromotor kuvveti Z = 100 sin 60t olarak verilmis.
(1), (2) ve (3) voltaj diigme kanunlarii kullanirsak, voltaj diigmelerinin
soyle oldugunu goriiriiz:

(1) direng iizerinden: Eg = Ri = 2i.

(2) indiiktor lizerinden: By = L4j = L4

(3) kapasitor tizerinden: E, = 1¢ = 260q.

Simdi Kirchoff yasasini kullanirsak,

1 di
Ed% + 2i + 260¢ = 100 sin 60¢

. dg o
veya ¢ = I oldugundan

d*q _dq
_ G 9% 9600 — 100 sin 60¢ 5.85
Toae T og T S (5.85)

diferansiyel denklemi elde edilir.

Sekil 5.15

Formiilasyon (I1). Yiik icin (5.80) denklemini uygulayarak. I =
L R =2, ¢ = 45, E = 100sin60¢ olarak verilmis. Bunlar (5.80)

10°
denkleminde yerlerine yazarsak, (5.85)’i hemen elde ederiz.

(5.85) denkleminin iki yamini 10 ile carparsak,

d*q dq .
>+ 20~ + 2600¢ = 10005in 60¢ (5.86)
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elde edilir. Baglangicta ¢ yiiki bulunmadigindan, ilk baslangic sarti
q(0)=0 (5.87)
olur. Baslangicta ¢ akimi da sifir oldugundan, ikinci baglangic sarti
i(0) =¢'(0) =0 (5.88)
olur.

Coziim. (5.86) denklemine kargilik gelen yardimer denklem 72 +
20r + 2600 = 0 olur ki kokleri —10 F 507 olup (5.86)'min tiimleyen
fonksiyonu

qe = e % (c; sin 50t + ¢, cos 50t)

olur. (5.86)’nin bir ézel integralini bulmak i¢in belirsiz katsayilar yon-
temini uygulayip
gy = Asin 60t + B cos 60t

vazalim. Bunu iki kere tiiretip (5.86)’da yerlerine yazarsak

elde edilir. Boylece (5.86)'nin genel ¢éziimii
o 2% 30
q=e (¢ sin 50t + ¢9 cos 50t) — 1 S0 60t — TG 60t  (5.89)

bulunur. Bunun tiirevini alirsak,

d
E% = ¢~ 1%[(=10¢; — 50¢;) sin 50¢ + (50¢; — 10¢s) cos 50t] —
1500 1800
e sin 60t + [ Cos 60t (5.90)

elde ederiz. (5.87) baglangi¢ sartini (5.89) denklemine (5.88) baglangic
sartint da (5.90) denklemine uygularsak

30 1500
02—6—120 ve b50c¢; _1062_6T:O

36

elde edilir ki buradan ¢; = £

ve ¢y — % bulunur.
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Sekil 5.16
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Boylece problemin ¢oziimii

6 5
qg= 6716_10%6 sin 50t + 5 cos 50t) — 6—1(5 sin 60t + 6 cos 60t)

veya trigonometrik terimleri faz acili hale getirirsek,

. 6
ve sin¢g =cosf = —

:A. 9:
COS ¢ = sin o1

a:

olmak tizere

6 1o )

= ——e cos(50t — ¢) — — cos(60t — 0
0= e " eos(50 — ) — 2 cos(60t — 0)
elde edilir. Yukaridaki ¢ acisin1 ¢ = 0.88 radyan olarak hesaplariz.
ise # = § — ¢ = 0.69 olur. Boylece kondansator iizerinde, herhangi bir
t > 0 anmindaki yiik yaklasik olarak

q = 0.77¢"*% cos(50t — 0.88) — 0.64 cos(60t — 0.69
olacaktir.

Yorum.  Yukaridaki ¢oziimiin birinci parcasinin kisa zamanda
hizla kiiciilip farkedilmez hale gelecegi acik¢a goriilmektedir, bu gegici
terim’dir. Kisa zaman sonra periyodik olan ikinci parca tiim harekete
hakim olur, bu nedenle kararls hal terim’dir. Parcalarin ayri ayri grafik-
leri ve problemin c¢Oziimiiniin tamami olan toplamlart Sekil 5.16’da
goriilmektedir.

ALISTIRMALAR

1. 40 V’luk sabit elektromotor kuvveti, 10 {X’luk bir direng, 0.2 A
biiyikligiinde bir bobin bir devrede seri olarak yeralmiglardir. Baglan-
gicta akim sifir ise, herhangi bir ¢ > 0 anindaki akimi bulunuz.

2. 1. problemi 40 V’luk sabit elektromotor kuvveti yerine, F(t) =
150 cos 200t alternatif elektromotor kuvveti olmasi halinde ¢6ziintiz.

3. 100 V’luk sabit elektromotor kuvveti, 10 'luk bir direnc¢ ve
2.10~* farad kapasiteli bir kondansator bir devrede seri olarak yer al-
miglardir. Baglangicta devre acik ve kondansator tizerindeki yiik sifir
ise, herhangi bir £ > 0 anindaki yiki bulunuz.
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4. E(t) = 5sin 100¢ alternatif elektromotor kuvveti, 10 Q’luk bir
diren¢ ve 2.10~* farad kapasiteli bir kondansator 0.05 b biiyiikliigiinde
bir bobin bir devrede seri olarak yeralmiglardir. Baslangicta akim ve
kondansator tizerindeki yik sifir ise, herhangi bir # > 0 anindaki yiiki
bulunuz.

5. E(t) = 100sin 200t alternatif elektromotor kuvveti, 40 {2’luk bir
direnc ve 4.10~* farad kapasiteli bir kondansator 0.25 h biiyiikliigiinde
bir bobin bir devrede seri olarak yeralmiglardir. Baglangicta akim sifir
ve kondansator lizerindeki yik 0.01 coulomb ise, herhangi bir £ > 0
amindaki akimi bulunuz.

6. E(t) = 200e71% elektromotor kuvveti, 80 €'luk bir direng,
5.107° farad kapasiteli bir kondansator ve 0.2 i biiyiikligiinde bir bobin
bir devrede seri olarak yeralmiglardir. Basglangicta akim ve kondansator
tizerindeki yik sifir ise, herhangi bir £ > 0 anindaki akimi bulunuz.

7.  Bir devrede R (2luk bir direnc, C' farad kapasiteli bir kon-
dansator ve h henrilik bir bobin seri olarak yer almislardir. Baglangicta
akim sifir ve kondansator tizerindeki yiik (g coulomb ise,

(a)  Yiikiin ve akimin salinimli fonksiyonlar olmast i¢in gerek ve

L

yeter sartin R < 2\/g oldugunu ispat ediniz ve bu durumda herhangi

bir ¢ > 0 amindaki akim ve yiik ifadelerini bulunuz.
(by R> 2\/g oldugunda akim ve yiikiin, zamanin bir fonksiyonu
olarak tabiatlarini arastiriniz.

8. Bir devrede E(t) = Eysinwt elektromotor kuvveti, R Q'luk bir
direnc, C farad kapasiteli bir kondansator ve h henrylik bir bobin seri
olarak yer almiglardir. Baslangicta akim sifir ve kondansator iizerindeki
yik @)y coulomb ise,

(a) Kararh hal akiminin

1
X:LW—C—, 7 = VX2+R2
W

olmak tizere

A_E0<R. X t)
Z—Z Zsmw ZCOSC«)

olacagini ispat ediniz. Buradaki X’e reaktans ve Z’ye de empedans
denir.
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(b) (a)’daki sonucu kullanarak, kararli hal akiminin

. By : X

1= —sin{wt — @), CcoSP=—, SInQY =—
Zsin(wt—¢), cosg=, sing=

ile verilebilecegini gosteriniz. Akim ve yiikiin, zamanin bir fonksiyonu

olarak tabiatlarini arastiriniz.

Bu yolla, kararlt hal akiminin

n

[t

- . ] (n=1,2,3,...)

w
olmak uzere t, + % anlarinda, % maksimum degerini alacagini, bu
anlarda elektromotor kuvvetinin de Fy maksimum degerlerini almakta
oldugunu ispat ediniz.

(¢) Kararh hal akimmin genliginin w = 1/v/LC icin maksimum
olacagini gosteriniz. w’nin bu degeri icin elektriksel rezonans’in ortaya
cikacagi soylenir.

(d) R=20, L =.25 C=10"*, Ey =100 ise, elektrik rezonansi
saglayacak w degerini hesaplayiniz ve bu durumda kararlt hal akiminin
genligini bulunuz.

EK ALISTIRMALAR

Agagida 1-4. problemlerdeki kiitle-yay sistemlerinin herbiri icin y
yerdegigtirmesini ¢ zamanimin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

1. w=40 kg, k=20 kg/m, yo = 2m, vy = —8m/sn
2. w=15 kg, k=3 kg/m, yo = —1m, vy = 7cm/sn
3. w=45 kg, k=9 kg/m, yo = Om, vy = 28cm/sn
4. w=96 kg, k=16 kg/m, yo = 10m, vy = Om/sn

5. t = 0 aninda w agirligt ani olarak modiili £ olan asili bir yayin
ucuna iligtiriliyor. Siirtiinmenin ihmal edilebilir diizeyde oldugunu var-
sayarak cismin bundan sonraki yerdegistirmesini ¢ zamanimin bir fonk-
siyonu olarak bulunuz.
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6. (a) w agirligi modiili £ olan bir yayin ucuna asihidir. Siirtiinme-
nin ihmal edilebilir diizeyde oldugunu varsayarak cismin bundan son-
raki yerdegistirmesini temsil eden diferansiyel denklemi enerjinin koru-
numunu kullanarak bulunuz.

(b) (a) halinde w=16 kg, k=6 kg/m, yo = 2cm, vo = Om/sn alarak
cismin bundan sonraki yerdegistirmesini tasvir eden denklemi bulunuz.

(c) (b) deki problemi yo = Ocm, vy = 3cm/sn alarak ¢oziintiz.

(d) (b) deki problemi yy = 4cm, vy = 8cm/sn alarak ¢oziiniiz.

7. w kg/m? yogunluklu malzemeden yapilmis 7 yarigapl  kalinlikli
bir dairesel silindir, su icerisinde ekseni daima dusey kalacak sekilde
yluzmektedir. Yercekimi ve suyun kaldirma kuvveti digindaki kuvvetleri
ihmal ederek, denge konumundan biraz ayrilarak salinmaya birakilan
bu silindirin hareketinin periyodunu bulunuz.

8. 50 kg agirhginda bir samandra, su icerisinde ekseni daima digey
kalacak sekilde yiizmektedir. Denge konumundan biraz ayrilarak sa-
linmaya birakilan bu silindirin hareketinin periyodu 2 sn’dir. Biitiin
siirtiinme kuvvetlerini ihmal ederek silindirin yaricapini hesaplayiniz.

9. Diiz ve ici bosg bir tip, orta noktasinda kendisine dik olan bir
diisey eksen etrafinda w sabit agisal hizi ile donmektedir. m kiitleli
bir boncuk tiipiin icinde siirtiinmesiz olarak kayabilmektedir. Tiipiin
ortasindan a kadar uzakta bir yerden harekete bagladigini varsayarak bu
boncugun radyal hareketini tipten ¢ikincaya kadar temsil eden denkle-
mi bulunuz.

10. Dz ve ici bosg bir tip, orta noktasinda kendisine dik olan bir
diisey eksen etrafinda w sabit acisal hizi ile donmektedir. m kiitleli bir
boncuk tiipilin i¢inde siirtiinmesiz olarak kayabilmektedir. Tipiin uy-
gun bir noktasindan harekete baglatilmakla boncugun tiipten cikmadan
orta nokta etrafinda bir harmonik hareket yapmasinin miimkiin oldu-
gunu gosteriniz.

11. Es kesitli ince bir siitun, tabanindan yere sikica baglanmigtir.
Serbest olan st ucu diigey bir ¢izgi lizerinde asagi yukari serbestce
hareket edebilen bu siitun, tizerinde F' yiikiini tasimaktadir. Siitunun
muhtemel gekil degistirme egrilerini ve herbiri icin gerekli F' kuvvet-
lerini bulunuz. Hatirlatma: 4. drnekten farkli olarak burada koordinat
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baglangicini siitunun serbest ucunda aliniz. O zaman y(0) =0,y'(L) =
0 sinir kogullariniz olacaktir.

12. Kendi agirhginin etkisini ihmal ederek, bir ucundan duvara
gomiilii yatay kirigin bir z; noktasindaki birim ytkten dolay: bagka bir
xo noktasindaki egilmesinin, xy noktasindaki birim yiikten dolay1 xy
noktasindaki egilmesine egit olacagini gosteriniz. Hatirlatma: Kirigin
serbest ucu ile birim yiikiin uygulandigr z; noktasi arasinda moment
ozdesg olarak sifirdir. Ancak sabit uc ile z; arasi i¢in durum boyle
degildir. Bu yilizden sekil degistirme egrisinin bulunabilmesi icin iki
tane diferansiyel denklemin c¢oziilmesi gerekir.

13. Bir ucundan bagli yatay bir kirisin serbest ucuna kirigin ilk
dogrultusu ile 8 acis1 yapan bir F' kuvveti uygulaniyor. Kirigin ucunun
egilmesini #’nin bir fonksiyonu olarak bulunuz.

14. Bir ucundan bagli yatay bir kirig; kesit yaricapi, = kirigin serbest
ucundan uzaklik olmak fizere \/z ile degigsen bir donel cisimdir. Serbest
uca kirigin ilk dogrultusu ile 45° act yapan bir F' kuvveti uygulaniyor.
Kirigin ucunun egilmesini bulunuz.

15. Bir ucundan bagl yatay, es kesitli, L uzunlugunda bir kirigin
serbest ucuna P tekil yiikii konuluyor. Serbest uca Sekil 5.17°deki gibi
bir de F' kuvveti uygulaniyor. Kirigin egilme egrisini ve serbest ucunun
sabit uca gore egilmesini bulunuz.

Sekil 5.17

16. L uzunluklu diizgiin bir gaft w sabit acisal hizi ile donmektedir.
Iki ucu, dogal seklinden ciktigi zaman Sekil 5.18’deki gibi serbest yatak-
larda hareket edebilmektedir. Saftin seklini degistirmis olarak donebi-
lecegi sonsuz coklukta kritik hiz oldugunu gosteriniz. Bu hizlar ve ilgili
sekil degistirme egrilerini bulunuz.
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Sekil 5.18
Hatirlatma: Donmesi nedeniyle gafta, ilk konumunun birim uzunlu-
gu bagina radyal dogrultuda

pAw?
- Y
g

gibi bir yiik etkir. Burada A kirigin kesit alani p saftin yapildigi malze-

menin yogunlugudur. Bunu
d*M
dz?

denkleminde yerine koyarak ¢oziintiz. Sonra her iki ucta momentlerin

sifir oldugu sinir kogullarini kullaniniz. Tam ¢oziimde iisteller yerine
hiperbolik fonksiyonlar: kullanmak kolaylik saglayacaktir.

w(z) =

= —u(z)

17. 16. problemi yataklarin dogrusalliktan cikamayacak sekilde
sabit olmasi halinde ¢oziinuz.

Sekil 5.19

18. Yayin ucunun ve W agirliginin tamamen diigey olarak hareket
ettiklerini kabul etmemize imkan verecek kii¢iik yerdegistirmeler varsa-
yimi altinda ve siirtiinmeleri ihmal ederek Sekil 5.19’daki sistemin dogal
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frekanslarint hesaplayimz. cubuk, es kesitli, mutlak ricid ve w agir-
hgindadir. Haterlatma: [ uzunluklu, m kiitleli cubugun orta noktasina
gore eylemsizlik momentinin mi?/12 oldugunu gozoniine alin ve difer-
ansiyel denklemi elde etmek icin enerji 6ntemini kullanin.

19. Kiiciik yerdegistirmeler varsayimi altinda ve siirtiinmeleri ihmal
ederek Sekil 5.20’deki sistemin dogal frekanslarini hesaplayimz. ¢ubuk,
es kesitli, mutlak ricid ve w agirhgindadir.

20. Bir W agirhgi R yaricapli, eylemsizlik momenti 7 olan bir
makaraya bagli uzamaz bir iple asilmigtir. Yay sabiti £ olan bir yay,
makaranin serbestce donmesini Sekil 5.21°deki gibi engellemektedir.
Yer degistirmelerin yayin yatayhigindaki degigmeyi ihmal edebilecegimiz
kadar kiiciik oldugunu varsayarak ve siirtiinmeyi de ihmal ederek, sis-
temin denge konumundan hafifce uzaklagtirilmasi sonucu dogacak sali-
nimlarin dogal frekansini bulunuz.

Sekil 5.20 Sekil 5.21

21. Enerji yontemi kullanarak Sekil 5.22’deki sistemin dogal frekan-
sint bulunuz. Hatirlatma: Makaralarin kinetik enerjileri W ve dy/dt
cinsinden hesaplanabildiginden, makaralarin R yaricaplarinin ayrica
verilmesi gerekmez.
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Sekil 5.22

22. Sekil 5.23’deki sistemin dogal frekansini bulunuz.

Sekil 5.23
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23. L metre uzunlugunda w agirhginda tamamen esnek bir kablo,
siirtiinmesiz bir masa yiizeyinde diiz durmaktadir. Bu kablonun a san-
timlik bir parcasi masadan asag1 sarkmaktadir. £ = 0’da kablo serbest
birakilmig ve masadan agsagi kaymaktadir. Masanin yiiksekliginin L’-
den fazla oldugunu varsayarak kablonun masanin tistiinden ayrilincaya
kadar olan hareketini belirleyiniz.

24. Sekil 5.24 boyca yogunlugu w g/cm, uzunlugu 2L, tamamen
esnek ve duvardaki yaricapi ihmal edilebilir bir kaziga asilmig bir kablo
ile birbirlerine baglanmig Wy, Wy agirhiklarini gosteriyor. £ = 0 da Wy,
Ws'nin a kadar ustinde durmaktadir.

(a) Sistemin hareketini temsil eden diferansiyel denklemi yaziniz.

(b) Diferansiyel denklemin bir tam ¢6ziimiinii bulunuz ve y(0) =
y'(0) = 0 baglangi¢ kogullarini kullaniniz.

(c) Eger varsa, hangi kogullar altinda sistemin hareketsiz kalacagini
bulunuz.

(d) aw + Wy — Wy degerinin pozitif ve negatif olmasi hallerinde
sistemin hareketini tartiginiz.

25. Boyca yogunlugu w g/cm, uzunlugu L olan elastik bir kablo,
Sekil 5.25’deki gibi bir makaradan gecirilmistir. Makaranin yaricapt R
ve eylemsizlik momenti I’dir. Makara siirtiinmesiz olarak donebildigi
halde ip ile makara arasindaki siirtiinme bunlarin birbiri tizerinde kay-
malarint onlemektedir. ¢ = 0 aninda kablonun bir ucu digerinden «
kadar yiiksekte iken sitem siikunetten harekete geciriliyor. Kablonun
hareketini kisa ucu makaraya deginceye kadar belirleyiniz.
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Sekil 5.24 Sekil 5.25
26. Siirtiinmeleri ihmal ederek ve 6 agisal yerdegistirmesinin sin
verine #, 1 — cos# verine 0/2 alinmasina imkan verecek kadar kiiciik
oldugunu varsayarak Sekil 5.26’daki sistemin dogal frekansini bulunuz.
cubuk eg kesitli, mutlak ricid ve w agirhgindadir.

Sekil 5.26 Sekil 5.27
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27. Siirtiinmeleri ihmal ederek ve 6 agisal yerdegistirmesinin sin
yerine @, 1 — cos# yerine §/2 alinmasina imkan verecek kadar kiiciik
oldugunu varsayarak Sekil 5.27’deki sistemin dogal frekansini bulunuz.
cubuk eg kesitli, mutlak ricid ve w agirligindadir. Bu sistem hangi
bakimdan 26. problemdeki sistemden ayrilir?

28. (a) Herbirinin eylemsizlik momenti I olan iki disk, modiili &
olan yani bir ucunu 6teki ucuna gore 1 radyan burmak icin £ birim
tork gerektiren elastik bir gaft ile birlestirilmistir. Sistem siirtiinmesiz
bir yataga Sekil 5.28’deki gibi monte edilmigtir. Saftin eylemsizlik mo-
mentini ihmal ederek, esit miktarlarda fakat ters yonlerde burularak
birakilan disklerin titresimlerinin dogal frekansini bulunuz.

(b) Disklerin eylemsizlik momentleri sirasiyla I; ve I olsaydi sis-
temin dogal frekansini ne olurdu? Yol gosterme: sistemde sadece top-
lam enerji degil, toplam acisal momentum da sabit kalir.

Sekil 5.28

29. [ uzunlugunda uzamaz, kiitlesi ihmal edilebilir bir sicimle, ucuna
baglanmig bir m kiitlesinden olugan bir sarka¢ +«a maksimum acisal
yerdegigtirmeleri arasinda salinmaktadir. # sarkac ipinin ¢ aninda di-
sevle yaptigl aciyl gosteriyorsa:

(0")? = 2%(COS 6 — cos a)
oldugunu gostermek icin enerji yontemini kullaniniz. sin # ~ # alinma-
sina imkan veren kiiciik genliklerle salinim halinde sarkacin privodunu
bulunuz.
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30. (a) 29. problemdeki diferansiyel denklemde cosu = 1 — 2 sin?
yarim aci formiiliinii kullanarak

ne _ 49 (2 o0
(0)—4l(sm2 sin 2)

ifadesini elde ettikten sonra £ = 0 da # = 0 oldugunu varsayarak bu
esitligi integre ediniz.
(b) (a) sikkinda elde ettiginiz integralde

u
2

.0 .o
Sl — = S111 — S1n —
2 2 2

doniisimi yaparak

. (0%
= Sln2 -

L r® d
t = \/7 / —gb, k2
gJ0 (/1 —Ek2sin?¢
oldugunu gosteriniz. Bu integrale genellikle birinci cegitten eliptik

integral denir ve F(¢, k) ile gosterilir. Bu fonksiyonun degeri birgok
kitapta tablolar halinde verilmigtir.

31. 29. ve 30. problemin sonuglari ile birlikte F'(¢, k) tablolarin
kullanarak iki yana dogru 90° salinan bir sarkacin gercek periyodunu,
sin f =~ # alinmast ile elde edilen periyod ile karsilagtirinz.

Green Fonksiyonlar

Sise kaynaklar arasinda verilen kitaplardan birinden, mesela C. Ray
Wylie- Louis C. Barrett’ten Green fonksiyonlart bahsini inceleyerek
agagidaki sorulari cevaplayiniz.

1. [ uzunlugundaki bir sicim i¢in Green fonksiyonunu sabitlerin
degigimi yontemi ile olugturunuz.

2. z =1/4 ve x = 1/2 noktalarinda P tekil kuvvetleri tasiyan [
uzunlugundaki telin gekil degistirme egrisini bulunuz.

3. x = l/4 noktasinda P, # = [/2 noktasinda —2P, = = 3l/4
noktasinda 3P tekil kuvvetleri tasiyan [ uzunlugundaki telin sekil de-
gistirme egrisini bulunuz.



5.6. BELEKTRIK DEVRESI PROBLEMLERI 315

4. birim uzunluk bagina w(z) = —z yiiki tagiyan [ uzunlugundaki
telin gekil degigtirme egrisini, once ilgili diferansiyel denklemi ¢ozerek,
sonra da telin Green fonksiyonu yardimiyla bulunuz.

5. 4. problemi, birim uzunluk bagina yiik

w(x)—{o’ 0<z<{/2
Sl 2<ax <
oldugu halde ¢oziiniiz.

6. birim uzunluk bagma w(z) = —z yiiki ve z = [/4 noktasinda
P tekil kuvveti tagiyan [ uzunlugundaki telin gekil degistirme egrisini
bulunuz.

7. 9" + 2y + 2y = 0 denklemi ve y(0) = 0, y(g) = 0 sinir kosullar:

icin Green fonksiyonunu bulunuz. Bu Green fonksiyonu simetrik midir?
2%, 11

Diferansiyel denklem e**y"+2¢2%y'+2¢2%y = ( olsaydi Green fonksiyonu
ne olurdu? Bu Green fonksiyonu simetrik midir?

8. (a) her normal
ao(2)y" + ay(z)y + as(z)y =0

diferansiyel denkleminin

[r(2)y'] + p(z)y =0

seklinde bir denkleme denk oldugunu gosteriniz. Hatirlatma: verilen
denklemi [1/a0(x)]ef ar@)/ao(@ldr {le carpimiz.

(b) [r(z)y') + p(z)y = 0 diferansiyel denklemi ile c, ao’nin birlikte
sifir olmamast ve (7, Gonin birlikte sifir olmamasi kosuluyla

ary(a) = aay'(a)

Bry(b) = 523/1(5)

sinir kogullarina ait Green fonksiyonunun simetrik oldugunu goésteriniz.
Hatirlatma: ikinci basamaktan denklemin iki ¢ozimii icin hesaplanan
Wronskiani hakkindaki Abel formiiliinti hatirlayiniz.
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9. y"—k? =0, k # 0 denklemi ve y(0) = 0,y(1) = 0 smr
kogullar1 icin Green fonksiyonunu
(a) Tanimi kullanarak (b) Formiilii kullanarak bulunuz.

Agagida 10-14"deki sinir deger problemleri icin Green fonksiyonlarini
bulunuz.

10. y"+y' =0, y(0)=0,y(m)=0
1. y"+y =0, y(0)=0,y(m)=0
12. y" =0, y(0)=0,y(1)
13. y" =0, y(0)=0,y'(])
4.y +ky =0, k#0,900)=y(1),y(0) =y'(1)

15. 4"+ k*y =0, k # 0 denklemi ve asagidaki simir kogullar: icin
Green fonksiyonlarini bulunuz:

(a) y(0) =y'(b) =0 (b) y(b) =¢'(0) =0
(c) ¥'(a) =y'(b) =0 (d) y(a) =y'(a),y(b) =0

16. " — k*y =0, k # 0 denklemi ve 15. problemin (a), (b), (c)
ve (d) siir kogullart igin Green fonksiyonlarini bulunuz.

0
0

17. 2%y" —2zy'+2y = 0 denklemi ve y(0) = 0, y(1) = 0 sinir kosullart
icin Green fonksiyonunu bulunuz. Bu sinir deger probleminin nicgin
sonsuz coklukta Green fonksiyonu vardir? Hatirlatma: Diferansiyel
denklem nerede normaldir?

18. [ uvzunlugunda diizglin bir gafta T torku uygulaninca, saftta
meydana gelen 6 burulma acisi ; F; saftin yapildigi malzemenin kes-
meye karsi elastiklik modiilii, J saftin kesit alaninin, bu kesitin agirlik
merkezine gore kutupsal eylemsizlik momenti olmak iizere 6 = T1/E .J
formiilii ile verilir. Bu formiilii kullanarak sol ucundan baglanmis, sag
ucunda serbest gaftin s noktasina uygulanan birim torkun, x noktasinda
meydana getirecegi burulma acisini verecek etki fonksiyonunu bulunuz.

19. (a) Sonsuz kii¢iik uzunlukta bir gsaftin uclarina uygulanan bir
torkun burulma acisinin limitini gézoniine alarak, burulmusg bir saftin
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herhangi bir kesitinden iletilen torkun:

do
T=FE;J—
dz
formiiliiyle verilebilecegini gbsteriniz.
(b) (a)’daki sonucu kullanarak, birim uzunluk basgina t(x) gibi bir

torkun diizgilin bir gaftta meydana getirecegi burulmanin
E J0" = —t(x)
denklemini saglayacagini gosteriniz.

20. 19. problemin (b) kismindaki sonucu kullanarak iki ucu da
baglandigi icin burulamayan [ uzunlugunda diizgiin saftin Green fonk-
siyonunu bulunuz.

21. 18. problemin sonucunu kullanarak sol ucu bagli sag ucu serbest
[ uzunluklu diizgiin gaftin serbest burulma titregimlerinin ¢(z) maksi-
mum sekil degistirme fonksiyonunun sagladigi integral denklemi bu-
lunuz.

22. 20. problemin sonucunu kullanarak iki ucu bagli [ uzunluklu
diizglin gaftin serbest burulma titregimlerinin ¢(z) maksimum sekil
degistirme fonksiyonunun sagladigi integral denklemi bulunuz.

23. Diizgiin yatay bir kirigin s noktasina uygulanan birim yiikten
dolay1 z noktasinda meydana gelecek sekil degistirmeyi veren etki fonk-
siyonunu bulunuz. Bu g(z, s) etki fonksiyonunun su 6zellikleri bulun-
dugunu gosteriniz. Usler 2’e gore tiirevleri gésteriyor.

(a) g(z,8) 0<z<s,8<z<ligin Ely” = 0 denklemini saglar.

(b) g(z, s) kirigin ug kogullarini saglar:

9(0,5) =¢'(0,5) = g¢"(l,s) = ¢"(I,5) =0

(c) 0 < zlel i¢in g(x, s), g'(x, s)veq”(x, s) siireklidir.
(d) z = s i¢in ¢"”(x,s) in —1/E1T ya egit bir sigramasit vardir.
g(x,s), x ve s'nin simetrik bir fonksiyonu mudur?

24. 23. problemin etki fonksiyonunu kullanarak diizgiin yatay bir
kirigin z = /2 ve x = [ noktalarina uygulanan P yiiklerinden dolay: =
noktasinda meydana gelecek sekil degistirmeyi bulunuz.
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25. [ uzunluklu dizgiin yatay bir kirigte birim uzunluk bagina
w(z) = x yayil yikinden dolayr meydana gelecek sekil degistirmeyi
FIy" = —w(z) denkleminden ve 23. problemdeki etki fonksiyonundan
yararlanarak bulunuz.

26. [ uzunluklu diizgiin yatay bir kirigin kesit alani sabittir ama sabit
ucundan z kadar uzakta birim uzunluk bagina yogunlugu p(z) = 21—z
ile verilmektedir. Kirigin uc sekil degistirmesini 23. problemdeki Green
fonksiyonundan yararlanarak bulunuz.

27. Bag katsayisi ag olan dordiincli basamaktan bir diferansiyel
denklemin Green fonksiyonunu tanimlarken, 23. problemin akla ge-
tirdigi asagidaki ozellikleri gozoniine alarak, Ely"™ —y = 0 denkleminin
y(0) = 4"(0) = y(I) = y"(l) = 0 kogulu ile birlikte Green fonksiyonunu
bulunuz.

(a) g(z,s) , z = 5 disinda E1y™ — y = 0 denklemini saglar.
(b) g(z,s) denkleme eglik eden simir kosullarini saglar.

(c) g(xz,s8),q(x,s) ve ¢"(x,s) fonksiyonlari, problemin serbest de-
giskeninin degigim araliginda siireklidir.

(d) z = s i¢in ¢""(z,s) in —1/ag a esit bir sigramast vardir.

27. problemde konan kogullart kullanarak asagidaki sinir deger
problemlerinin Green fonksiyonlarini bulunuz.

28. Ely® =0 y(0) = ¢"(0) = y(l) = y"(l) = 0 (basit destekli
kiris)
29. EIy” =0 y(0)=4'(0) =y(l) = ¢'(I) = 0 (gomiiii uclu kirig)
30. EIy®* =0 y(0) =%'(0) = y(l) = 4"(l) = 0 (bir ucu gomiili,
bir ucu basit destekli kirig)
OKUNMASI TAVSIYE EDILEN KITAPLAR

Agnew (1) Spiegel (50) Kaplan (30) Wylie (57) Rainville (17)



Bolum 6

Serilerle Cozum

4. Bolimde, mesela sabit karsayili denklemler gibi baz1 yiiksek basa-
maktan denklemlerin, bilinen elemanter fonksiyonlarin sonlu bir bile-
simi olarak ifade edilebilen c¢oziimlere sahip olduklarini gérdiik. Oysa,
iki ya da daha yiiksek basamaktan diferansiyel denklemlerin bilinen
fonksiyonlar cinsinden ¢oztimleri genellikle yoktur. Bu yilizden bdéyle
denklemlerin coziimlerini ifade etmek icin bagka gerecler bulmaliyiz.
Bu gereclerden birini, sonsuz seri temsilleri temin eder ve bu boliim,
seri geklindeki ¢oziimlerin bulunmasina tahsis edilmistir.

6.1 Adi Nokta Civarinda Seri Coziim

A. Temel Kavramlar ve Souglar

Ikinci basamaktan

d? d
ao(w) =5 + ar(x) 2 + ax(a)y = 0 (6.1)
lineer diferansiyel denklemini gozoniine alalim ve bu denklemin bilinen
fonksiyonlarin sonlu lineer bilesimi olarak yazilabilen hicbir ¢6ziimii ol-
madigini kabul edelim. Fakat sonsuz seri seklinde yazilabilen ¢oziimleri

bulunsun. Daha acik olarak cg, ¢, ... lar sabitler olmak tizere
cot+a(r—mz) ez —20)+... =Y ol —3)" (6.2)
n=0

319
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seklinde yazilabilen bir ¢6ziimiin var olugunu kabul edelim. (6.2)’deki
ifadeye, 2 — x¢ cinsinden bir kuvvet serisi denir. Bolece (6.1) diferan-
siyel denkleminin (6,2) seklinde ifade edilebilen bir kuvvet serisi ¢ézim’e
sahip oldugunu varsayiyoruz. Varsayimin gecerli olmasi halinde, (6.2)’-
deki seri (6.1) denkleminin gercekten ¢6ziimi olacak sekilde (6.2)’deki
co, C1, - - - Katsayilarini hesaplamaya baglayabiliriz.

Ancak acaba bu varsayim hangi sartlar altinda gecerlidir? Yani (6.1)
denklemi hangi sartlar altinda (6.2)’deki gibi bir ¢éziime sahip olur? Bu
cok onemli bir sorudur. Ciinkii bu sekilde bir ¢oziim mevcut degilse,
onu bulmaga ¢aligmak ¢ok abes olacaktir. (6.2) seklinde bir ¢éziimiin
varligi hakkindaki bu 6nemli soruyu cevaplamaga baslamadan énce bazi
temel kavramlar tanitalim. Bu amagla (6.1) denklemini

ay(x as(x
Pie) = ) e () = 20
ao() ao()
olmak iizere, yukaridakine egdeger
d’y dy
@ + Pl(x)% + PQ(:L‘)y =0 (63)

biciminde yazalim.

TANIM. Bir fonksiyonun, bir zy noktasi civarindaki
o0 f(n) (370)

n!

(z — z)"

n=>0
Taylor serisi, mevcut ve zy’1 icine alan bir acik araliktaki her z icin
f(z)’e yakinsaksa, [ fonksiyonuna xq’da analitik’tir denir.

Buradan polinom seklindeki biitiin fonksiyonlarin her yerde anali-
tik olacaklarini, degerleri e®, sinz, coszx olan fonksiyonlarin da ayni
ozelligi paylasacagini anliyoruz. Rasyonel fonksiyonlar paydalarimin
sifir oldugu x degerleri diginda analitiktir. Mesela m ile taniml
rasyonel fonksiyon, z = 1 ve x = 2 diginda analitiktir.

TANIM. (6.3) normalize edilmig esdeger formdaki P (z), P(z)
fonksiyonlarinin ikisi birden xy noktasinda analitik ise, zo’a (6.1) denk-
leminin bir alelade nokta’s1 denir. Bu iki fonksiyondan en az biri xy’da
analitik degil ise, bu noktaya (6.1)’in bir tekil nokta’s1 denir.
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Ornek 6.1. ,
d-y dy 2
il il Ny = A4
dx2+xdx+(x+)y 0 (6.4)
diferansiyel denkleminde P, (z) = z, Py(z) = 2?+2’dir. Bu iki fonksiyon
da polinom oldugundan, her yerde analitiktirler. Boylece her nokta bu
denklemin alelade noktasidir.

Ornek 6.2.
d 1
(x—l)—+x—+;y: (6.5)

diferansiyel denklemi (6.3)’deki gibi normallestirilmis degildir. Once
onu normallestirerek

d*y r dy 1
ull4 —0
dx2+x—1dx+ (x—l)y

elde ederiz. Bu denklemde Pi(z) = %, Py(z) = 1_1)’dir. Bu iki
fonksiyon da P, fonksiyonu z = 1 diginda, P, fonk81y0nu daz=0,1
diginda her yerde analitiktir. Boylece x = 0 ve 2 = 1 noktalar: verilen
diferansiyel denklemin tekil noktalart ve bunlarin disindaki her nokta
da alelade noktasi olur. P; fonksiyonu z = 0 noktasinda analitik oldugu
halde bu noktanin denklem icin bir tekil nokta olugsuna dikkat ediniz.

Artik simdi (6.2) yapisinda kuvvet serisi ¢dziimlerinin ne zaman var
olacaklarini soyleyen teoremi verebilecek duruma geldik.

TEOREM 6.1.
Hipotez.  x9 denklemin bir alelade noktasidir.

Hiikiim. (6.1) diferansiyel denkleminin

o

co+c1(z — x0) + ol — 30)* +. Z (x — x)" (6.2)

yapisinda iki tane sifirdan farkli, lineer bagimsiz kuvvet serisi ¢oziimi
vardir ve bu kuvvet serileri zy civarindaki bir |z — 29| < R, R > 0
araligindaki her z icin yakinsarlar.
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Bu teorem (6.1) denkleminin kuvvet serisi geklinde bir ¢oziime sahip
olmast icin yeter sarti vermektedir. Bu teoreme gore x, diferansiyel
denklemin bir alelade noktasi ise bu denklem, z — xy’in kuvvetleri
cinsinden ki tane seri ¢oziime sahiptir ve bu kuvvet serisi ¢oziimler
lineer bagimsiz dir. Boylece, xg noktas: diferansiyel denklemin bir ale-
lade noktast ise bu denklemin genel ¢ozim’i, bu iki kuvvet serisinin
lineer bilegimi olarak yazilabilir. Bu onemli teoremin ispati bu kitabin
cercevesi diginda kaliyor.

Ornek 6.3. Ornek 6.1°de biitiin noktalarin

dy dy o,

@—f—fﬁdf—F(I —|—2)y:() (64)
diferansiyel denkleminin alelade noktasi oldugunu gormiistiik. Buna
gore (6.4) diferansiyel denkleminin her zy civarinda

co+c1(z — x0) + ol — 30)* +. Z (x — x)" (6.2)

vapisinda iki tane sifirdan farkli, lineer bagimsiz kuvvet serisi ¢oziimi
vardir.

Ornek 6.4.  Ornek 6.2de z = 0, 1 noktalarmm (6.5) diferansiyel
denkleminin yegane tekil noktalari oldugunu gormiistik. Buna gore
(6.4) diferansiyel denkleminin her zy # 0,1 noktas: civarinda iki tane
sifirdan farkli, lineer bagimsiz kuvvet serisi ¢éziimi vardir. Mesela
x = 2 alelade noktasi civarinda diferansiyel denklemin

co+ci(r —2) + caz — 2)? —ch:p—Q

seklinde iki tane sifirdan farkli, lineer bagimsiz kuvvet serisi ¢oziimi
vardir. Ancak = = 0 tekil noktasi civarinda

o0
Co+ 1+ ex?+... = chx”
ve 1 = 1 tekil noktast civarinda

co+a@—1)+a@@—17+...=> clz—1)"

n=0
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seklindeki ¢oziimlerin varligi konusunda hi¢ bir garantimiz yoktur.
A. Cozum Yontemi

Simdi belli sartlar altinda (6.1) denkleminin (6.2) yapisinda kuvvet
serisi coziimlerine sahip oldugu garanti edildikten sonra, bu coziimleri
bizzat bulmak icin nasil hareket edilecek? Bagka bir deyisle cg, ¢y, ...
katsayilari,

o

S ez — )" (6.2)

n=0
serisi (6.1) diferansiyel denkleminin bir ¢éziimii olacak sekilde nasil be-
lirlenecek? Once bu katsayilarin bulunmasi icin izlenecek yolu kisaca
anlatacagiz ve sonra durumu cesitli ornekler izerinde gosterecegiz.
xg, (6.1) denkleminin bir alelade noktasi ise, bu denklemin x — x¢'1n
kuvvet serileri halindeki ¢oziimleri mevcuttur. Onlardan bir tanesi

y=cot+ei(r—z0)+ oz —x0)’ +...= > culr —z0)" (6.6)
n=0
olsun. Bu kuvvet serisi zy civarindaki bir |z — a9 < R, R > 0

araligindaki her z icin yakinsadigindan, bu aralikta terim terim tiirev
alarak sirasiyla

d o
(Ti =1 + 2¢9(z — z9) + 3es(z — $0)2 +.o0= Z ney (T — xo)n_l (6.7)
0 n=1
ve
dgy 2 — n—2
T = 203 +6¢3(x—20) +12c4(x —20)°+... = D n(n—1)c,(z — x0)
n—=2
(6.8)

elde ederiz. Simdi (6.6), (6.7) ve (6.8) esitliklerinin sag taraflarindaki
serileri, (6.1)’de y, ¥, y” yerine koyacagiz. Sonra benzer terimleri
yeniden gurupladigimizda, K;(: = 0,1,2,...) katsayilar1 (6.6) ¢dziimii-
niin cg, ¢1, . . . katsayilarimin fonksiyonlari olmak tizere

K0+K1(ZL'—ZL'O)—|—K2(ZL'—ZL'())2—|—...:O (69)

elde ederiz. (6.9)’un, zo civarindaki bir |[z—x¢| < R, R > 0araligindaki
her z icin dogru olmasi,

KOZKIZKQZ...:O
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ile miimkiindiir. Yani, (6.9)’un sol tarafinda  — x¢'in her kuvvetinin
katsayisini ayri ayri sifira egitlemeliyiz. Bu, (6.6) serisinin (6.1) dife-
ransiyel denkleminin bir ¢6ziimii olmast i¢in, (6.6)’daki ¢y, ¢y, ... kat-
sayilar1 tarafindan saglanmasi gereken bir dizi gart ortaya cikarr. ¢,’ler
bu sartlar saglanacak sekilde secilirse, sonugta ortaya ¢ikacak (6.6)
serisi, (6.1) diferansiyel denkleminin aranan ¢oziimi olacaktir. Simdi
asagidaki orneklerde bu yontemi ayrintili bicimde anlatacagiz.

Ornek 6.5.
d*y dy 2
— —= 2)y =0 6.4
dT2+xdx+(x+)y (6.4)
diferansiyel denkleminin z’in kuvvetleri seklindeki (yani zo = 0 civa-
rinda) seri ¢6ziimiini bulunuz.

Coziim. o = 0 noktasinin bu denklem icin bir alelade nokta
oldugunu ve lineer bagimsiz iki tane istenen tip seri ¢oziimiin var oldu-
gunu daha once gormiigtiikk. Uygulayacagimiz yontem bu iki ¢oziimi
bir ¢irpida bulacak.

zo = 0 olmak {izere (6.6) tipinde bir ¢6ziim alahm. Yani,

o0
y=co+ar+cr’+... = cha}" (6.10)
n=0

olsun. Bunu terim terime tureterek,

dy 2 o n—1
= + 2000 + 3csx’ + ... =D neyr (6.11)
T n=1
ve
d’y 2 o n—2
i 205 + 6csx + 12¢,2° + ... = > _n(n — 1)e,x (6.12)
x

n=2

elde ederiz. Simdi (6.10), (6.11) ve (6.12)’deki serileri, (6.4)’'de y, ¥', 3"
yerine koyunca

o

> n(n—1)c,z™” 2+x2ncn L (P4 2) ) e
n=0

n—=>2 n=1
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buluruz. z sayma indisi olan n’den bagimsiz oldugundan bunu

o0 o0 o0 o0
Z n(n — 1)e,z" 2 + Z ne,x” + Z Cax™ T+ Z 2c,1" (6.13)
n=2 n=1 n=0 n=0

seklinde yazabiliriz. (6.9) yapisina sokabilmek i¢in de birinci ve figiinci
toplamlarin, z’lerin isleri n olacak sekilde yeniden yazilmalar: gerekir.
(6.13)’teki birinci toplami gézéniine alalim.

oo

> nln—1)ca™? (6.14)

n=2

Burada m = n — 2 alirsak, n = m + 2 ve n = 2'de m = 0 oldugundan,
(6.14) toplam1

oo

> (m+2)(m+ 1)eypaa™ (6.15)

m=0
haline gelir. Sayma indisi sadece bir "duyarsiz degigsken” oldugundan,
(6.15)’de m ile n’yi degistirerek (6.13)’tin birinci toplamint

o

> (n+2)(n+ 1L)cppaz” (6.16)

n=0

olarak yeniden yazarz. Benzer sekilde iliclinci terim olan

> cpat? (6.17)
n=0

toplami, m = n 4+ 2 konulunca
> Cpogz™ (6.18)
m=2

haline gelir. (6.18)'de m ile n degistirilince, (6.13)lin iiiiincii toplami

D Cnax” (6.19)
n=2

olarak yeniden yazilabilir. Béylece (6.14)'14 egdegeri olan (6.16) ve
(6.17)’yi de (6.19)’la degistirince, (6.13) denklemi

o

> (n+2)(n+1)cypom +chnx —i—ch o +Z 2¢,z" =0 (6.20)

n=0 n=1 n—=>2 n=0
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olur.

Her ne kadar buradaki toplamlarin hepsinde z, ™ olarak n. kuv-
vetiyle bulunuyorsa da, toplam indislerinin sayma kiimeleri ayni degil.
Birinci ve dordiincii toplamlar 0’dan oo’a, ikincisi 1’den oo’a ve li¢iin-
ciisii de 2’den sonsuza kadar degisiyor. Ortak sayma indisi kiimesi olan
2'den oo’a aralhiginin disinda kalan terimleri ayrica yazarak, kalan te-
rimlerin hepsini tek bir toplama sembolii altinda toplayabiliriz. Mesela
(6.20)’nin birinci toplamdaki n = 0 ve n = 1’e kargilik olan terimleri
ayrl yazarak onu

200 +6c+3x+ > (n+2)(n+ 1)cppoz”

n=2

olarak yazabiliriz. Benzer sekilde

o0 o0
Z ne,r" = 1T + Z ne,x"
n—1

n—2
ve
[e.0] [e.0]
Z 2e,x" = 2¢o + 2¢1x + Z 2¢,x"
n=0 n—2

olur ki (6.20) denklemi yeniden

o0 o0
2¢y + 6c37 + Z(n +2)(n+ 1)cproz”™ + 1 Z ne, "+

+ Z CnoT™ + 2¢0 + 2c1x + Z 2¢,2" =0

n=2 n=2
olarak yazilabilir. Simdi z’in benzer kuvvetlerini bir araya toplayarak
bu denklemi

(2c0+2¢)+(3c1+6¢3)z+ Y _[(n+2) (n+1)cppoz™ +(n+2)cy+cpo)z” = 0

n=2
(6.21)
olarak basitlestiririz.
Artik (6.21) denklemi bizim istedigimiz (6.9) yapisindadir. (6.21)in,
z = 0 civanndaki bir |z| < R, R > 0 arahgindaki her z i¢in dogru
olmasi, (6.21)'in sol tarafindaki x’in kuvvetlerinin katsayilarinin ayri
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ayr1 sifir olmasi ile miimkiindir. Yani, (6.21)’in sol tarafinda z’in her
kuvvetinin katsayisini ayri ayri sifira egitlemeliyiz. Bu bize hemen

3co+2co =0 (6.22)
361 + 663 =0 (623)

ve
(n+2)(n+Leppo+(n+2)ey, +¢p2=0, n>2 (6.24)

sartlarini verir. (6.22)’den ¢y’yi ¢ cinsinden ifade etme imkani buluruz:
Co — —Cy (625)

(6.22)’ten de ¢3’li ¢; cinsinden hesaplariz:

1
C3 = —501 (626)

(6.24) ifadesine rekirans formdli denir. Bu formiil n > 2 igin ¢, .o’yi
kendisinden daha once gelen ¢, ve ¢, 5 cinsinden hesaplama imkani

verir:
(n+2)cy, + cps

mxmin) . "7

(6.27)

Cpny2 = —

n = 2 i¢in bu formiilden

462 =+ Co
12

bulunur. $imdi (6.25)’1 kullanirsak bu,

[

1
Cqy = ZCO

verir ki, ¢4’1 ¢o cinsinden hesaplamig oluruz. n = 3 igin (6.27)’den

_ 563 +
20

Cy =

bulunur. (6.26)’y1 kullanirsak buradan,
3

Cy — %Cl
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bulunur ki, ¢5’i ¢; cinsinden hesaplamig oluruz. Benzer gsekilde hareket
ederek tek indisli katsayilart ¢; ve cift indisli katsayilart ¢; cinsinden
hesaplariz. c9, ¢3, ¢4 ve ¢5'in burada elde edilen esdegerlerini yerlerine
yazarsak (6.10) ¢oziimi

1 1 3
Y = Cp +cx— C()[IZ'z — §CllE3 + ECO.T4 + @011'5 + ...

haline gelecektir. ¢ ve ¢;’li terimleri ayirrsak,

y:co<1—x2+ix4+...>+cl<x—;x3+430x5+...> (6.30)
olur. Bu, (6.4) diferansiyel denkleminin z’in kuvvetleri cinsinden ya-
zilabilen ¢oziimiini z°’1i terime kadar verir. (6.30)’daki iki parantezin
icindeki seriler, (6.4)lin lineer bagimsiz iki ¢6zimiiniin kuvvet serisi
acthmlart ve ¢;, ¢o’ler de keyfi sabitlerdir. Boylece (6.30), (6.4)’in z’in
kuvvetleri cinsinden yazilabilen genel ¢oziimiini (z°1i terime kadar)
verir.

Ornek 6.6.
(2 — 1)% + 31:33’ +ay =
y(0) = 4, (6.31 — 32 — 33)
y'(0) =6

baglangic deger probleminin bir kuvvet serisi ¢éziimiinii bulunuz.

Céziim. Once z = =1 noktast diginda biitiin noktalarin bu denklem
icin bir alelade nokta oldugunu gozlemleyelim. Boylece (6.31)'in, xq #
+1 olmak {izere (6.6) tipinde ¢oziimlerini ele alabiliriz. Ancak baglangic
sartlart x = 0’da verilmig oldugundan xy = 0 alacagiz ve z’in kuvvetleri
seklinde olan kuvvet serisi coziimlerini bulacagiz.

(e.0)
y:co+c1x+02x2+...:chJ;" (6.34)
n=0
olsun. Bunu terim terime tureterek,

d [e9]
(Ty = ¢+ 200+ 332" + ... =) nea™ ! (6.35)
24 n=1
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d? 00
d—g = 2¢9 + 6c3z + 12¢42% + ... = Z n(n — 1)e,z" (6.36)
xr n=2
elde ederiz. Simdi (6.34), (6.35) ve (6.36)’daki serileri (6.31)’de vy, ¥/,

y" yerine koyunca

n(n —1)c,z" — Z n(n—1)e, 2" 243 Z ne, "t + Z =0
n=2 n=1 n=>0

(6.37)

elde ederiz. Bunu (6.9) yapisina sokabilmek igin de ikinci ve dordiincii

toplamlarin, z’lerin isleri n olacak sekilde yeniden yazilmalar: gerekir.
Bu yapilinca (6.37) denkleminden

L

3
/|
N

o

n(n—1)c,z" =Y (n+2)(n+1)cps2z" +3 Y nepz”+ Y cuqz” =0
2 n=0 n—=1 n—1
(6.38)

NE

3
Il

buluruz.

Ortak sayma indisi kiimesi olan 2’den oc’a araliginin disinda kalan
terimleri ayrica yazarak kalan terimlerin hepsini tek bir toplama sem-
bolii altinda toplayabiliriz.

[e.0] [e.0]
> n(n—1)cz™ — 2¢o — 6czz — > (n+ 2)(n + 1)cnpoz” + 3c12+
n=2 n=2
[e.0] [e.0]
+3 Z ne,z” + Z Cn_12" =0
n=2 n=1

olarak yazilabilir. Simdi z’in benzer kuvvetlerini bir araya toplayarak
bu denklemi

—2co+(co+3c1—6¢3)5+ Y _[—(n+2)(n+1)cprotn(n+2)c,+cp1]z” =0

n=2
(6.39)
olarak basitlestiririz.
(6.39)’un, 2 = 0 civarindaki bir |z| < R, R > 0 arahgindaki her =
icin dogru olmasi, sol tarafta z’in kuvvetlerinin katsayilarinin ayri ayri
sifir olmast ile miimkiindiir. Boylece (6.39),

—2cy =0 (6.40)
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Co + 361 - 663 =0 (641)

ve
—(n+2)(n+ Depro+n(n+2)e,+¢, 1 =0, n>2 (6.42)

sartlarini verir. (6.40)’dan ¢; = 0 buluruz, (6.41)’den

_1 +1
03—600 201

ve (6.42) ifadesinden de

n(n+2)c, + cn_l7 .
(n+2)(n+1) -

Cpni2 =

elde edilir. Bu formil arka arkaya kullamilarak

= 8co + ¢4 _ icl
12 127
05:715C3+62 :1004—%61
20 8 8

bulunur. ¢, c¢3, ¢4 ve ¢5’'n burada elde edilen egdegerlerini ¢oziim
taslagimizda yerlerine yazarsak (6.34) ¢oziimi

B 1 1 3  Cl 4 1 3 5
Yy =Cy+ 1T + (600+§Cl>1‘ +E$ + (800+§61)I —+ ...
veya
Y =co <1+éx3+;x5+...> + ¢ (z+;x3+112x4+2x5+...>

(6.43)

haline gelir. (6.43) ¢dziimii, (6.31) diferansiyel denkleminin z’in kuvvet-

leri cinsinden yazilabilen genel ¢oziimiinii 2°’li terime kadar verir. Simdi

(6.32) ve (6.33) basglangi¢ sartlarmi uygulamaliyiz. (6.32)'yi (6.43)%¢

uygularsak hemen

cp=4

buluruz. (6.43)’iin tiirevini alirsak,

d 1 5 3 1 15
£=4<1+§x2+§x4+...>+01 (1+§z2+§x3+§x4—|—...>
(6.44)
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Simdi de (6.33)"11 (6.44)"e uygularsak
Cl = 6

elde ederiz. Bunlar yerlerine kondugunda
1 1 1 1 3
y:4(1—|—6x3—|—§x5—|—...> +6<w+§x3+ﬁx4+§x5+...>
veya

11 1 11

verilen baglangic deger probleminin ¢oziimii olarak bulunur.

Uyart 1.

6.6. ornekte, y'nin ve birinci tiirevinin (6.32) ve (6.33) sartlarinda
verilen degerleri x = 0 yerine © = 2’de belirlenmis olsaydi baglangic
deger problemimiz

(xQ—l)%+3x%+xy:O
y(2) = 4, (6.45)
y'(2) =6

olacakti. Baslangic degerleri x = 2’de verildiginden seriyi z — 2’'nin
kuvvetleri olarak arayacagiz. Yani bu durumda

y=) colz—2)" (6.46)

oo

o

n

seklinde ¢oziimler arayacagiz. (6.46) seklinde ¢6ziim bulmanin kolay
yolu, 6nce t = x — 2 koymaktir. O zaman (6.45)’deki baglangic deger
problemi

(44t +3)28 + (3t +6)% + (t+2)y =0
y(0) =4, (6.47)
y'(0) =6

esdeger baslangic deger problemine doniiglir. Burada artik serbest

degisken #’dir ve baglangi¢ sartlar1 ¢ = 0’da verilmisgtir. Artik (6.47)
probleminin

y=> cut" (6.48)
n=>0
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seklindeki seri ¢6ztimleri aranacak. (6.48)’1 tiiretip, (6.47)’deki diferan-
siyel denklemde yerine koyarsak, ¢, katsayilari 6.5. ve 6.6. orneklerde
oldugu gibi hesaplanir. Sonra (6.47) deki basglangi¢ sartlarr uygulanir.
(6.48)’in ¢Oztimiinde ¢ yerine z — 2 koyarak, (6.45) probleminin (6.46)
seklindeki ¢oziimi elde edilir.

Uyar: 2.

6.5. ve 6.6. orneklerde seri ¢oziimler bulundu ama, bu serilerin

yakinsakliklarina hi¢ bakilmadi. Teorem 6.1’e gore 2y noktasi
d? d
ao(x)d—xg + al(:E)ﬁ +as(z)y =0 (6.1)

diferansiyel denkleminin alelade noktasi ise, (6.2) seklindeki seri ¢o-
ziimler xy civarindaki bir |z — x| < R, R > 0 arahginda yakinsarlar.
(6.1)1
a1 (z) az(z)
ag(z) ag(z)

olmak iizere, yukaridakine esdeger normallestirilmis sekliyle yazalim:

Pl(ZL') =

ve Py(z) =

2
Y+ P@) 2+ Palay =0 (6.3
xo noktasi, (6.1)'in alelade noktasi ise, P; ve P, fonksiyonlarmin zg
noktasi civarinda sirasiyla | — x| < Ry ve |z — 2| < Ry araliklarinda
vakinsayan Taylor serisi a¢ihmlar: vardir. (6.1) denkleminin (6.2) seri
coziimiiniin, 17y ve Ry sayilarimin kiictigiinden daha kiigiik olmayan bir
R sayisi i¢in |z — 29| < R araliginda yakinsayacag ispat edilebilir.

6.5. orneginin (6.4) diferansiyel denkleminde P;(z) = x ve Py(z) =
z? + 2°dir. Boylece bu drnekte P;(z) ve Py(x) fonksiyonlarinin zy = 0
alelade noktasi civarindaki Taylor serisi acilimlar: her z icin yakinsarlar.
Bu yiizden (6.4)’in (6.30)’daki seri ¢oziimleri de her x igin yakinsaktir.

6.6. 6rneginin (6.31) diferansiyel denkleminde

3z T
o ve Pg(x):xg_l

Pl(ll?) =

oldugundan bu 6rnekte, P;(z) ve Py(x) fonksiyonlarinin zy = 0 ale-
lade noktast civarindaki Taylor serisi agilimlarimin ikisi de |z| < 1 igin
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vakinsarlar. Bu yiizden (6.31)’in (6.43)’deki seri ¢oziimleri en az |z| < 1
icin yakinsaktir.

ALISTIRMALAR

1. ’den 10.’ya kadar problemlerdeki diferansiyel denklemlerin z’in
kuvvetleri seklindeki seri ¢oziimlerini bulunuz.

+x +y=0 2. d2—g+8xd—y—4y:0
+x +(2x2+1)y—o 4. é+x%+( y
+x (3x+2)y—0 6. L4z 4 (3 -2)y=
+) +a 4y =0

)24 (33: 2)% 4 27y =0
—1)dy+x2dy+$y—0

10. (z+3)E+(x+2)2 +y=0

&y
2
oy
2
ay
2
2

e
(@ -
(@

N

11. ’den 14.’ye kadar problemlerdeki baslangic deger problemlerinin
kuvvet serisi ¢coziimlerini bulunuz.

%—xi—i—y:() dxg—i-x —2y=20
1. < y(0) = 12. {y0)=0
y'(0) = y'(0) =1
(@2 + 1) 4 g% 4 20y =0 (202 = 3)%4 4 2p % 4y =0
y'(0) =3 y'(0) =5

15. ve 16. problemlerdeki diferansiyel denklemlerin (z — 1)’in
kuvvetleri seklindeki kuvvet serisi ¢oziimlerini bulunuz.

15. 2284 £ 4y — 16. 2284 4328 =0

dz? dxz?

17. .
dx2 taT2y=0

y(1) =2

y'(1) =4
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baslangic deger probleminin (z—1)’in kuvvetleri seklindeki kuvvet serisi
coziimlerini bulunuz.

18. n bir sabit olmak tlizere

2
(1-— :Jc2)gxg — 2$Zi +n(n+1)y=0

seklindeki diferansiyel denklemlere Legendre diferansiyel denklems de-

nir.

(a) = 0 noktasinin bu denklemin alelade noktast oldugunu gosteri-
niz ve z’in kuvvetleri seklinde iki lineer bagimsiz kuvvet serisi ¢oziimiini
bulunuz.

(b) n negatif olmayan bir tamsay1 oldugunda, (a) sikkinda bulunan
cozlimlerden birinin n. dereceden bir polinom olacagini gosteriniz.
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6.2 Tekil Nokta Civarinda Seri Cozim
A. Diizgiin Tekil Noktalar

Yeniden

ao(z)—5 + al(x)—x +as(z)y =0 (6.1)

ikinci basamaktan lineer diferansiyel denklemini gézoniine alalim ve
zo’da (6.1)’in bir tekil nokta’st olsun. Artik Teorem 6.1 bu noktaya
uygulanamaz ve artik bize (6.1) diferansiyel denkleminin

oo

co+ c1(z — x0) + ol — 30)* +. Z (x — x)" (6.2)

vapisinda iki tane sifirdan farkli, lineer bagimsiz kuvvet serisi ¢oziimi
garanti edilemez. Ashnda z, tekil noktasi olan (6.1) seklindeki bir denk-
lemin genel olarak (6.2) yapisinda bir kuvvet serisi ¢6ziimi de yoktur.
Demek ki bu durumda bagka tip bir ¢ozliim aramaliyiz ama hangi tipten
bir ¢6ziim bulabilecegimizi umalim? Belli sartlar altinda, r bir gercel
va da kompleks say1 olmak iizere

o

y = (x — x) Z (x — xo)" (6.49)

seklinde bir ¢oziim bulunabilecegini biraz sonraki aragtirmalarimizla
anliyoruz. Boyle bir ¢oziim gortuldiigi gibi # — xg cinsinden bir kuvvet
serisi ile  — z¢’in belli bir kuvvetinin carpimina egittir. Boyle bir
cOoziimiin varligini garanti edecek sartlar ortaya ¢ikarmak icin 6nce tekil
noktalart siniflandiralim.

Bu amagla (6.1) denkleminin

_ @) ve x) = a2()
Pi(w) = ag(z) o) ag(z)
olmak iizere,
%Hﬂ( )%+P2(x)y=0 (6.3)

normalize edilmig egdeger biciminde yazalim.



336 BOLUM 6. SERILERLE COZUM

TANIM. (6.1) diferansiyel denklemini gézoniine alalim ve (6.3)
normalize edilmig egsdeger formdaki P;(z), Ps(x) fonksiyonlarindan en
az birinin zy noktasinda analitik olmadigini kabul edelim. Bdéylece xq
noktasi, (6.1) denkleminin bir tekil noktasidir.

(x — 20) Py(7), (x — 10)* Pa(x) (6.50)

carpimlart ile tanimli fonksiyonlarin ikisi de zy’da analitik ise, bu nok-
taya (6.1)’in bir dizgiin tekil nokta’st denir. (6.50)’deki ¢arpim fonksi-
yonlardan en az biri zy’da analitik degil ise, bu noktaya da (6.1)’in bir
duzgun olmayan tekil nokta’s1 denir.

Ornek 6.7,
d
21°—2 — x>+ (z—5)y =0 (6.51)
T

7 _ 7 =0
dr®  2zdw | 222 U
clde edilir. Burada Pi(z) = —5-, Py(z) = £2’dir. Bu iki fonksiyon

da z = 0’da analitik degildirler, bu noktanin (6.51)’in bir tekil noktast
oldugu sonucuna variriz. (6.50) seklindeki

1 -9
zP(z) = —5 Ve 2Py (z) = ? 5

carpimlart ile tamimli fonksiyonlara bakariz. Bu iki fonksiyon da z =
0’da analitiktir. Boylece z = 0 noktast (6.51)’in bir dizgin tekil nok-
tasidir.

Ornek 6.8.

d*y dy
e —92)22L 4 2(x —2)2 Dy = 52
°(x )dx2+(:c )dx+(x+ Jy =20 (6.52)

diferansiyel denklemini normalize ederek yazarsak,

d*y 2 dy r+1

dx? * 2(z — 2) dz * 2%(x — 2

B
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elde edilir. Burada
2 r+1

Pi(z) = P p— ve Py(x)= pEI D

olur. diferansiyel denklemin tekil noktalarinin x = 0 ve x = 2 oldugu
goriilmektedir. Bunlarn cinslerini birer birer bulalim.
Once z = 0 noktasini ele alalim ve (6.50) seklindeki

2
z(z — 2)

z+1

ve z°Py(x) = TEE

zP(z) =

carpimlar ile tamiml fonksiyonlara bakalim. z?P,(x) fonksiyonu z =
0’da analitiktir. Fakat xP;(z) fonksiyonu 6yle degildir. O halde 2 =0
noktast (6.52)’nin bir dizgin olmayan tekil noktasidir.

Simdi de = 2 noktasini ele alalim ve (6.50) seklindeki
o+

(x —2)Pi(x) = 5_2 ve (z—2)"Py(r) = z?

carpimlart ile tamml fonksiyonlara bakalim. Iki fonksiyon da z = 2'de
analitiktir. O halde z = 2 noktast (6.52) nin bir dizgin tekil noktasidir.

Artik tekil noktalarin cinslerini ayirmasini 6grendik. Simdi diizgilin
tekil noktalar civarinda (6.49) tipindeki ¢dziimlerle ilgili temel teoremi
verecegiz.

TEOREM 6.2.
Hipotez. xo denklemin bir diizgiin tekil noktasidir.

Hiikiim. (6.1) diferansiyel denkleminin, r bir gercel ya da kompleks
say1 olmak tizere

oo

y=(z—m)" Z ca(z — 20)" (6.49)

n=0

vapisinda en az bir tane sifirdan farkli kuvvet serisi ¢oziimi vardir ve
bu ¢6ziim, xq civarindaki bir |x — x| < R, R > 0 araliginda gecerlidir.

Ornek 6.9. 6.7. drnekte 2 = 0 noktasinin

d
20°—= — 1=+ (z — 5y =0 (6.51)
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denkleminin bir diizgiin tekil noktast oldugunu gormiistiikk. Teorem 6.2
bu diferansiyel denklemin, 2z = 0 civarindaki bir |z| < R, R > 0
araliginda gecerli

y=azx" Z Cpx"”
n=0
seklinde en az bir sifirdan farkli ¢oziimii oldugunu soyliiyor.

Ornek 6.10. 6.8. drnekte z = 2 noktasinin

2 dy
2% (z — 2)? g—l—Q(w—Q)

o3 - +(z+1)y=0 (6.52)

denkleminin bir diizgiin tekil noktasi oldugunu gérmiigtiik. Teorem 6.2
bu diferansiyel denklemin, = 2 civarindaki bir [z — 2| < R, R >0
araliginda gecerli

x—2 Z x—2

seklinde en az bir sifirdan farkli ¢oziimii oldugunu soyliiyor.

x = 2 noktasinn, (6.52) denkleminin bir tekil noktast oldugunu da
gordiik. Ancak bu tekil nokta diizgiin degildir ve Teorem 6.2 bu noktaya
uygulanamaz. Boylece teorem, bu diferansiyel denklemin, x = (’in
herhangi bir delik civarinda

seklinde sifirdan farkli ¢6ziimii oldugunu sdyleyemiyor.

B. Frobenius Yontemi

(6.1) denkleminin xq diizgiin tekil noktasi civarinda (6.49) yapisinda
en az bir ¢éziimi bulundugu bize garanti ediliyor. Ancak bu ¢éziimiin
¢, katsayillart ve r sayist nasil bulunacak? Bu iglem 6.1 kismindakine
benzer ve genel olarak Frobenius yontemi diye bilinir. Yontemi kisaca
ozetledikten sonra, (6.51) denklemine uygulayacagz.
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Frobenius Yonteminin Ana Cizgileri

(1) x¢ noktasi, (6.1) denkleminin bir diizgiin tekil noktast olsun.
co # 0 olmak iizere, (6.49) yapisinda

o

y=(z—x)" Z cn(x — x0)"

n=0
¢cozimiini ele alalim. Bunu ¢y # 0 olmak iizere,

oo

Y= colx —z)""" (6.53)

n=0
olarak yazabiliriz.

(2) (6.53)’lin terim terime tiiretilebilecegini kabul ederek

d o.¢]
Y _ S (n+1)en(z — 3)" T (6.54)
dx n=0
ve
de - n+r—2
i S tn+r)(n+r—1)c,(z — ) (6.55)
n=0

elde ederiz. Simdi (6.53), (6.54) ve (6.55) deki serileri, (6.1)’'de y, ¢/, 3"
yerine koyariz.

(3) Simdi 6.1. kisimda yapildigi gibi sonugta elde edilen seriyi ba-
sitlegtirerek gurupladigimizda, k belli bir tamsay1 ve K;(i =0,1,2,...)
katsayilar1 (6.53) ¢oziiminin cg, ¢y, ... katsayillarmimn ve r'nin fonksi-
yonlar1 olmak tizere

Ko(x — 20)™ " + K (z — o) ™! + Koz — 20) 2 + ... =0 (6.56)

elde ederiz.

(4) (6.56)’min, zo civarindaki bir |z — x9] < R, R > 0 delik
araligindaki her z icin dogru olmasi,

KOZK‘[:KQZ...:O

ile miimkiindiir. (6.9)’un sol tarafinda x —x¢’in en kii¢iik kuvvetinin Kj
katsayisini sifira egitlersek, (6.1) diferansiyel denkleminin indis denkle-
m¢ denilen, r cinsinden ikinci dereceden bir denklem elde edilir. Bu
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ikinci derece denklemin 11, ry, 11 > 19 kiklerine (6.1) denkleminin
iistelleri denir ve (6.53) taslak ¢oziimiindeki r sabitinin yegane miimkiin
degerleridir. Boylece r bilinmeyen sabiti bu asamada belirlenmig olur.

(5) Simdi (6.56)’daki diger K, K, ... katsayilarnni sifira esitle-
vecegiz. Boylece (6.53) serisinin ¢y, ¢q, . . . katsayilarinin saglayacagi, r
sabitini de bulunduran bir dizi sart elde etmis oluruz.

(6) Bu asamada (5)’de elde edilen bagintilarda r yerine biiyiik olan
r1 kokiinu koyanz. c,’leri bu sartlar saglanacak gekilde segcilirse, sonucta
elde edilecek (6.53) serisi r = ry igin istenen bi¢imde bir ¢6ziim olur.

(7) r1 # roise, (6)’daki isi ro kii¢iik kokil i¢in de tekrarlariz. Boylece
(6.53) tipinde bir ¢éziim daha bulunmus olur. Ancak bu ¢oziim, (6)’da
elde edilenden lineer bagimsiz olmayabilir. Bu durumu bir ornek in-
celedikten sonra tartigacagiz.

Ornek 6.11. P p
207Y )
g2 — =0 51
s wdx+(x 5y (6.51)
diferansiyel denkleminin x = 0 civarindaki ¢oéziimiint bulmak icin Fro-

benius yontemini kullaniniz.

Cozim. = = 0, (6.51) diferansiyel denkleminin bir diizgiin tekil
noktast oldugundan ¢y # 0 olmak tizere

Y= cuz"" (6.57)
n=0

seklinde bir ¢oziim aryoruz. (6.54)iin terim terime tiiretilebilecegini
kabul ederek

d o0
=S (4 r)ega ! (6.58)
dx n=0
ve
de - n+r—2
T = Y (n+r)(n+r—1)c,x (6.59)
n=0

elde eder, (6.57), (6.58) ve (6.59)’daki serileri, (6.51)’de y, v/, y" yerine
koyar,

o

2) (n+r)(n+r—1)ca™ = > (n+r)ea™

n=0 n=0
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[e.0] [e.0]
+ Z Cpr T — 5 Z ™ =0
n=0

n=0

buluruz. Bunu 6.1. kistmdaki gibi sadelegtirirsek,

2(n+r)(n+r—1)— (n+7) = 5e ™ + 3 ¢y 2™ =0
0 n=1

WK

n

va da
[2r(r —1) —r — b]coz”

+ i{[Q(n +r)n+r—1)—(n+7)—5le, + ¢}z =0 (6.60)

buluruz. Bu, £ = 0 olmak iizere (6.56) bi¢imindedir.
(6.60)’da z’in en kiiglik kuvvetinin (yani z"'nin ) katsayisini sifira
esitleyerek (co # 0 kabul edildiginden)

2r(r—1)—r—5=0
elde ederiz. Bu (6.51) denkleminin indis denklemi dir ve onu
2r’ —3r—5=0

olarak yazabilir ve koklerinin
5
T = B ve 19 =—1

oldugunu hemen gorebiliriz. Bunlar (6.51) diferansiyel denkleminin
isteller?dir ve (6.57) ¢oziimiindeki daha &nce bilinmeyen r sabitinin
yegane miimkiin degerleridir.

(6.60)’da z’in daha yiiksek kuvvetlerinin katsayilarini sifira egitle-
yerek

2n+r)n+r—1)—(n+7)=>5lcs+c,1=0, n>1 (6.61)

rekiirans bagmtisini elde ederiz. (6.61)'de r yerine 2 konulunca bu
tistele ait rekiirans formiilii

5 3 5
[2(“5)(“5)—(“5)‘5}0”““1:”’ nzl
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olur. Bu baginti,
n(2n+7)c, +¢, 1 =0, n>1

veya son olarak

Cn—-1
| 6.62
¢ n(2n +7) " (6.62)

halinde basitlesir.
(6.62)"yi kullanarak

Co C1 Co C2 Co
CGL=——", G=——=—, (3=——>=—
o9 P 9 1987 39 T
elde ederiz. (6.57)’de r = 2 ve ¢;’lerin bu degerlerini koyarak r = 3

biiyiik iisteline karsilik olarak

_ ( RSN SUE S )
Y=\" 7 g% T 18" ~ 772t T
1 1

1
1o g —g? 3 ) .
( 0 T 108 Tt T (6.63)

[1[<,8

= CoZ

cozumini elde ederiz.
Simdi de (6.61)’de r yerine —1 koyarak bu iistele ait

2n—1D)(n—-2)—(n—1)ep,+cn1=0, n>1
rekiirans bagintisini elde ederiz. Bu baginti
n(2n—T)c, +¢, 1 =0, n>1

veya son olarak
Cn—1

Cp = “@n ) n>1 (6.64)
halinde basitlegir. (6.64)’t kullanarak
Co 1 Co C2 Co
=7, G= =g =g =

elde ederiz. (6.57)'de r = —1 ve ¢;’lerin bu degerlerini koyarak r = —1
kiiciik tisteline kargihik olarak

y:co<x1+1+ix+ix2+...>
o 30 90
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_ (1+1 TR S ) (6.65)
= cox” 20T 552 901: )

cozumiini elde ederiz.

2 ve —1 iistellerine karsilik olarak bulunan (6.63) ve (6.65) ¢oziimleri
lineer bagimsizdirlar. Boylece (6.51)’in genel ¢oziimi ¢, ¢o’ler keyfi
sabitler olmak tizere

5(1 Lov Lo Loy >+
=z |l——z+—z°— ——
Y 0" " 198" T T2

1 1 1 1
( +5x+%x +%x +. )
coziimiini elde ederiz.

6.11 érneginde (6.49) seklinde iki tane lineer bagimsiz ¢oziim bul-
dugumuza dikkat edelim. Oysa bu ornekten once yaptigimiz genel in-
celemede bunun her zaman olmayacagini belirtmistik. Simdi gu soru-
larla karst karsiya geldik:

(1) (6.1) diferansiyel denklemi hangi sartlar altinda (6.49) seklinde

iki tane
o0

Yy = [L'—,Z'() Z ZL'—ZL'()

lineer bagimsiz ¢oziime sahip olur?
(2) (6.1) diferansiyel denklemi xy diizgiin tekil noktast civarinda
(6.49) seklinde iki tane

o

Yy = [L'—,Z'() Z ZL'—ZL'()

lineer bagimsiz ¢6ziime sahip degise, (6.49) seklindeki ¢oziimle lineer
bagimsiz ikinci ¢éziimiin bicimi nasildir?
Bu sorulara su teoremle cevap verecegiz:

TEOREM 6.3.

Hipotez. g (6.1) diferansiyel denkleminin bir diizgiin tekil nok-
tasidir. 1, ro, 17 > 19 xg’a karsilik indis denkleminin kokleri olsun.

Hikim. (i) 1 —re # 0, N, (N bir pozitif tamsay1) ise (6.1)
diferansiyel denklemi ¢y, ¢j # 0 olmak iizere

y= (@20 3 ale — a0)" (6.66)
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ve
00

Yy = (1‘ — [L‘())TZ Z C;:([L' — ZL'())” (667)
n=0
seklinde iki tane sifirdan farkli lineer bagimsiz ¢oziime sahiptir.
(ii) r1 —re =0, N, (N bir pozitif tamsay1) ise (6.1) diferansiyel
denkleminin ¢y # 0 olmak iizere

y=(z—20)" > cp(x— )" (6.66)

n=0
ve ¢ # 0, C bir sabit olmak, y; de (6.66)'nin sag tarafi olmak tizere

o

y = (x — xg) Z (x —z9)" + Cyi(z) In|z — x| (6.68)

seklinde iki tane sifirdan farkli lineer bagimsiz ¢oziimi vardir.

Ozel olarak r1 = 19 ise, C' £ 0 olur. Fakat r — ro = N pogzitif bir
tamsay1 ise, C' # 0 da olabilir, C' = 0 da olabilir.

(i). ve (ii). hiikkiimlerdeki ¢oziimler xq civarindaki bir 0 < |z — x| <
R delik araliginda gecerlidirler.

Teorem 6.3’in (i). ve (ii). hiikiimlerinden, zo (6.1) denkleminin
bir diizgiin tekil noktasi oldugunda, bu noktaya ait indis denkleminin
biiyiik kokiine karsihk muhakkak (6.49) yapisinda bir (6.66) ¢éziimiiniin
bulunacagini goériiyoruz. (i) sonucuna gore, indis denkleminin kokleri
arasindaki r; — ro fark: sifir ya da bir pozitif tam say1 degilse, kicik
kok olan 19 ye kargilik da yine (6.49) tipinde bir (6.67) ¢oziimi vardir.
Ancak r; — ry farkt sifir ya da bir pozitif tam say1 ise (ii) sonucu,
(6.66) temel ¢6ziimiinden lineer bagimsiz olan ¢6ziimiin genelllikle daha
karmagik olan (6.68) tipinde olacagini soylemektedir. r; — ro fark: bir
pozitif tam say1 ve (6.68)’teki C sifir ise, (6.68)’in daha basit olan (6.67)
tipine doniigecegi goriilmektedir. Ama r; — ry bir pozitif tam say1 ve
C # 0, yahut r; —re = 0 ise, (6.68)’deki ikinci ¢6ziim, Cyy(z) In |z —x|
logaritmik terimini bulundurur ve (6.49) basit yapisinda degildir.

Simdi Frobenius yonteminin kullanilmasinda tecriibe kazandiracak,
Teorem 6.3’in sonuclarinin anlasilmasini saglayacak ve mevcut oldugu
taktirde (6.68) bi¢imindeki ¢dziimiin nasil bulunacagini gosterecek or-
nekler verecegiz.



6.2. TEKIL NOKTA CIVARINDA SERI COZUM 345

Ornek 6.12. ,
d d
20229 4 2% L (2 3y =0 (6.69)
dr? dx

diferansiyel denkleminin x = 0 civarindaki ¢oéziimiint bulmak icin Fro-
benius yontemini kullaniniz.

Céziim. x = 0, (6.69) diferansiyel denkleminin bir diizgiin tekil
noktast oldugundan ¢y # 0 olmak tizere

y=3 oz (6.70)
n=0

seklinde bir ¢6ziim ariyoruz. (6.70)’1 terim terime tiireterek

d o0
(Ty =Y (n+r)e,a™ " ve
T n=0

de - n+r—2
i Y (n+r)(n+r—1)cx

n=0

elde eder, (6.70)’1 ve tiirevlerini (6.69)’da yerlerine koyar,

2Y (n+r)in+r—1)c,z™ + > (n+ 7)™

n=0 n=0

o0 o0
+>° c,x" Tt — 3 > ™ =0
n=0

n=0

elde ederiz. Bunu daha Onceki orneklerde yaptigimiz gibi sadelestirir-
sek,

SRt — 1) 4 (0 1) — en™ + 3 sz =0
n=>0 =
ya da

[27“(7” — 1) +7r — 3]@0;57" + [27“(7” 4+ 1) 4+ (T 4+ 1) N 3}61.1‘“_1

+ i{[Q(n +r)n+r—1+(n+7r)—=3|c, + oo}z =0 (6.71)

buluruz. Bu, £ = 0 olmak iizere (6.56) bi¢imindedir.
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(6.71)’de z’in en kii¢lik kuvvetinin (yani z"’nin ) katsayisini sifira
esitleyerek (¢o # 0 kabul edildiginden)

2r(r—1)+r—3=0 veya 2r’—r—3=0

indis denklemini elde ederiz. Bu denklemin kokleri
3

rr=—= ve r9=—1
2

olur. Kokler arasindaki r|—ry = g farki ne sifirdir, ne de pozitif bir tam
sayl. Teorem 6.3’in (i). sonucuna gore (6.69) diferansiyel denkleminin
her biri 1 ve ry koklerinden birine tekabiil eden (6.70) tipinde lineer
bagimsiz iki tane ¢oziimi bulunur.
(6.71)’de z’in daha yiiksek kuvvetlerinin katsayilarini sifira egitleye-
rek
2r(r+1)+(r+1)—3Jc; =0 (6.72)

sartini ve
2n+r)n+r—1)+n+7r)=3lch+cn2=0, n>2 (6.73)

rekiirans bagmtisini elde ederiz. (6.72)’de r yerine 3 koyarsak 7c; =0
yani ¢; = 0 elde ederiz. (6.73)’de r yerine 2 konulunca bu tistele ait
rekiirans formiilii biraz sadelegtirmeyle

n(2n+5)c, + ¢ o =0, n>2

veya son olarak

c, = _£7 n Z 2
n(2n +5)
halinde basitlesir. Bunu kullanarak
c _— c ——C—l—() c = 2_ 9
2T’ T o33 YT 52 9360
elde ederiz. ¢; = 0 oldugundan bitin tek numarali terimlerinin sifir
oldugunu goriiyoruz. (6.70)’de 7 = 2 ve ¢;’lerin bu degerlerini koyarak

r = % biiytlik iisteline kargilik olarak

Y1 = cox? (1 — =2+ —zt— .. ) (6.74)
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coziimiini elde ederiz.
Simdi de (6.72)’de r yerine —1 koyarsak —3¢; = 0 ve boylece ¢; = 0
buluruz. (6.73)’de r yerine —1 koyarak bu {istele ait

n(2n —5)c, + ¢ 2 =0, n>2

rekiirans bagintisi

Cn—2
n — T y > 2
¢ n(2n — 5) "=
halinde basitlegir. Bunu kullanarak
L@ O . G &
01—2, C3 — 3— s Cqy — 12— 24,

elde ederiz. Bu halde de biitlin tek numarali terimlerinin sifir oldugunu
goriiyoruz. (6.70)’de r = —1 ve ¢;’lerin bu degerlerini koyarak r = —1
kiiciik iisteline karsilik olarak

1 1
Y2 = o (1 + 5952 — ﬂfl +.. ) (6.75)

¢Oziimiini elde ederiz. (6.74) ve (6.75) ¢oziimleri lineer bagimsiz ol-
dugundan (6.69)un genel ¢6zimiini; ¢, ¢o’ler keyfi sabitler, y, yo de
(6.74) ve (6.75) ile tanimli ¢oziimler olmak iizere

Y =cC1y1 + Yo

olarak buluruz.

Ornek 6.13.
== 1= —(®+ )y =0 (6.76)
diferansiyel denkleminin x = 0 civarindaki ¢oéziimiint bulmak icin Fro-
benius yontemini kullaniniz.

Cozim. = = 0, (6.76) diferansiyel denkleminin bir diizgiin tekil
noktast oldugundan ¢y # 0 olmak tizere

y=3 cpa™ (6.77)
n=0
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seklinde bir ¢oziim ariyoruz. (6.77)°yi terim terime iki kere tiireterek
(6.76)’da yerlerine koyarsak,

Sn+r)n+r—1cz™ = > (n+r)e, 2z
n=>0 n=>0

o 5 o
=Y ™= = ez =0
n=0 4 n=0

elde ederiz. Bunu sadelestirirsek,

o 5 0o
St r)(ntr—1) = (n+r) = Jlea™ =3 cuaa™ =0
n=0 "o

ya da

{r(r —1)—r— ﬂ cox” + [T(T +1)—(r+1)— ﬂ cra’ !

+i{[(n+r}(n+r —1)—(n+r)— ﬂ Cn, —cng}x"” =0 (6.78)

buluruz.
(6.78)'de «’in en kiiciik kuvvetinin (yani z"'nin ) katsayisini sifira
esitleyerek (¢y # 0 kabul edildiginden)

5

2
—r——==0
T r 1
indis denklemini elde ederiz. Bu denklemin kokleri
5 1
T = 5 ve T9 = —§

olur. Kokler tamsay1 olmadiklart halde, aralarindaki ry —ry fark: pozitif
bir tam say1 olan 3’tiir. Teorem 6.3’iin (ii). sonucuna gore (6.76) dife-
ransiyel denkleminin, 71 = 2 biiyiik kokiine tekabiil eden (6.77) tipinde
bir ¢oziimii vardir. Simdi bu ¢éziimii bulmaya yonelecegiz.

(6.78)de x’in daha yiiksek kuvvetlerinin katsayilarini sifira egitleye-
rek

7“(7“—|—1)—(T+1)—§ ¢ =0 (6.79)
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sartini ve

)
(n+r)(n+r—1)—(n+7“)—z Cn—Ch2=0, n>2 (6.80)

rekiirans bagitisini elde ederiz. (6.79)’da r yerine 2 koyarsak 4¢; = 0

yani ¢; = 0 elde ederiz. (6.80)’de r yerine > konulunca bu iistele ait
rekiirans formiili biraz sadelegtirmeyle

nn+3)c, —cp2=0, n>2

veya n > 2 oldugundan

Cn = 70’”72 y mn Z 2
n(n+ 3)
olarak bulunur. Bunu kullanarak
Co C1 0 €2 Co
= —, (3= — — Cf = ———=———_ ...
2T o5 T3 ! 4.7 7 2457

elde ederiz. ¢; = 0 oldugundan bitin tek numarali terimlerinin sifir

oldugunu goriiyoruz. Cift numarali terimler genel olarak
Co

T 246 279 .. 2nt3)] >1

seklinde yazlabilir. (6.77)'de 7 = 2 ve ¢y, ’lerin bu degerlerini koyarak
r = g biiytlik iisteline kargilik olarak

3 COME -
= Cok —_— —_— .
h=a 25 2457

= o (1 i n; 24.6....(2n)][5.7.9. ... 2n + 3)]) (6.81)

coziimiini elde ederiz.

Simdi de ry = —% kiictik kokiint ele alacagiz. Artik Teorem 6.3, bu
kiiciik koke karsilik (6.76) denkleminin (6.77) seklinde ikinci bir lineer
bagimsiz ¢oziimi bulunacagint bize garanti edemiyor. Teoremin (ii).
sonucu sadece C sifir olabilen veya olmayabilen bir sabit olmak iizere

> a2 + Cyi(z) In |z (6.82)

n=0
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seklinde, birinci ¢oziimle lineer bagimsiz ikinci bir ¢oziimiin buluna-
bilecegini haber veriyor. C = 0 ise, kuskusuz, (6.82) ¢oziimi (6.77)
bigiminde olacak ve (6.79) sart1 ile (6.80) rekiirans formiiliinde r =
Ty = —% koyup bir onceki ornekte oldugu gibi devam edebiliriz. Simdi
(hakliligin1 gostermeden, bir umutla) durumun béyle oldugunu kabul
edelim.

(6.79)’da r yerine —3 koyarsak —2¢; = 0 ve bdylece ¢; = 0 buluruz.
(6.80)’de r yerine —3 koyarak bu iistele ait

n(n—3)c, —cp2=0, n>2 (6.83)
rekiirans bagintist n # 3 icin

cn:ﬁ, n>2 n#3 (6.84)
olarak elde edilir. n = 2 i¢in (6.84) formiilii ¢, = —cy/2 verir. n = 3 igin

(6.84)’11 kullanamay1z. (6.83)ten 0.c3—¢; = 0 yahut ¢; = 0 oldugundan
0 = 0 elde edilir ki hi¢ bir ek sart gelmez. Boylece c3, ¢p’dan bagimsiz
ikinci bir keyfi sabittir. n > 3 i¢in yine (6.84)’1 kullanabiliriz:

Co Co C3
04 = — = — — 05 = —
4 2.4’ 2.5
C3 Cq Co Cs C3

Cs Ce

25 T 12T T2463 T 47 2457

elde ederiz. Bu halde 3.’den sonraki biitiin tek numarali terimlerin c;
cinsinden ve biitiin ¢ift numarali terimlerin ¢y cinsinden hesaplanabi-
lecegini goriiyoruz. Aslinda (cg ve Otesindeki ¢ift numarali katsayilar
icin)

Co

n — 5 4 Z 3
“ 246....2n)]357....2n—3)]
ve (c¢5 ile 6tesindeki tek numarali katsayilar icin)
Co
n+1l — s > 2
Cntl T 46 . (2n-2)]B79.... 2n+ 1]
bulunur. (6.77)’de r = —3 ve ¢,’lerin bu degerlerini koyarak r = —3

kiiciik tisteline kargilik olarak ¢y, ¢z keyfi sabitler olmak {izere y = yo(z)

¢cozimu
! 2?2 ! x°
—er i1
val) = cor ( 2 24 2463
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8

teaxr (2P 5+ il +
3 5 2457

[\l

= cpz ™7 (1 T 9 T 94 > [2.4.6....(2n)][3.5.7....(2n — 3)})

n=3

x2n+1

2 56 Gn—9pie. . g 1)]) (6.85)

olarak bulunur.
(6.81)’de ¢y = 1 koyarsak g biiyiik iisteline kargihk y = yp1(x) 6zel
cozuminu

yu(z) =2 (1 D Y YT X AT 3)])

ve (6.85)'de ¢o = 1, ¢3 = 0 koyarsak —3 kiiciik iisteline karsihk y =
Yo1 () Ozel ¢Oziimiini

yn(z) =a7% (1 T3 94 2 2.46....(20)][3.5.7.... (2n — 3)})

olarak buluruz. Ikisi de (6.77) biciminde olan bu 6zel ¢oziimler lineer
bagimsiz oldugundan (6.76)nin genel ¢6ziimi, ¢;, ¢o'ler keyfi sabitler
olmak iizere
y = ayi(z) + ey (v)
bicimindedir.
Simdi (6.85)’deki yo ¢oziimiinli daha dikkatlice inceleyelim. Kat-
sayisi ¢3 olan

N

T (xg > 246....2n—2)]pB.79....(2n+ 1)])

n=2

ifadesi

(M=

T

(1 D Ry Y T [ R Y 1)])

(1 R Y YR T IE X p 3)])

wojor

=X
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olarak yazilabilecektir ki bu y;1’dir. O halde ¢y, ¢3 keyfi sabitler olmak
iizere

Yo () = coyan (@) + c3y11(2) (6.87)

yazabiliriz. Simdi (6.86) ile (6.87)’yi kargilagtirahm. Sadece —3 kii¢iik
tisteli kullamlarak elde edildigi halde, ¥ = yo(x)’in (6.76) diferansiyel
denkleminin bizzat genel ¢oziimii oldugunu goriiyoruz.

Boylece, indis denkleminin kokleri arasindaki r; — ro farki pozi-
tif bir tamsay1 oldugunda genel ¢oziimi bazen, biuyiik iistele kargilik
olan ¢ozlimi acikca bulma zahmetine katlanmadan, sadece kiiciik iisteli
kullanarak yazma imkani vardir. Aslinda r; — ro farki pozitif bir tam-
say1 iken, genel ¢oziimii sadece bununla elde edebilmek umuduyla, 6nce
kiiciik usteli ele almak iyi olacaktir.

Ornek 6.14.

d*y dy
2= 2 3z)->+3y =0 :
oot (x Sx)dx + 3y (6.88)
diferansiyel denkleminin x = 0 civarindaki ¢oéziimiint bulmak icin Fro-
benius yontemini kullaniniz.

Cozim. x = 0, (6.88) diferansiyel denkleminin bir diizgiin tekil

noktast oldugundan ¢y # 0 olmak tizere
Y= cuz"" (6.89)
n=0

seklinde bir ¢6ziim ariyoruz. (6.89)’u terim terime iki kere tiireterek
(6.88)’de yerlerine koyarsak,

o o

S(n+r)n+r—1)c,a™ = > (n+r)e,a" !

=33 (n+7r)c g™ +3> ™ =0

elde ederiz. Bunu sadelegtirirsek,

S [(n+ 1) (57— 1) = 3(m+1) + Beaa™ + 3 (47— Dep 2™ = 0

n=0 n=1
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ya da
[r(r—1) — 3r + 3]coz”
+ Z{[(n+7“)(n—i—r—l)—3(n+r)+3]cn+(n+r—1)cn_1}x"” =0 (6.90)
n=1
buluruz.

(6.90)’da z’in en kiiglik kuvvetinin (yani z"'nin ) katsayisini sifira
egitleyerek (¢o # 0 kabul edildiginden)

r?—4r+3=0
indis denklemini elde ederiz. Bu denklemin kokleri
rn=3 ve r9=1

olur. Kokler arasindaki r; — ro farki pozitif bir tam sayr olan 2’dir.
Teorem 6.3’{in (ii). sonucuna gore (6.88) diferansiyel denkleminin, r; =
3 biiyiik kokiine karsilik (6.89) tipinde bir ¢6ziimi vardir. Kii¢iik tstelle
dogrudan genel ¢oziimi bulma umudu varsa da biz simdi bu ¢oziimi
bulmaya yonelecegiz.

(6.90)’da z’in daha yiiksek kuvvetlerinin katsayilarini sifira egitle-
yverek, ri = 3 biiyiik usteli icin

[(n+7)(n+r—1)=3(n+7r)+3lc,+(n+r—1)c,_1 =0, n>1 (6.91)
rekiirans bagintisini elde ederiz. (6.91)’de r yerine 3 koyarsak
n(n+2)c, +(n+2)c,_1 =0, n>1
veya n > 1 oldugundan rekiirans bagintis
Cn—1

Cn:_ 9 77,21
n

olarak bulunur. Bunu kullanarak
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elde ederiz. (6.89)'da r = 3 ve ¢,’lerin bu degerlerini koyarak r = 3
biiyiik iisteline karsilik olarak
2 3 —1\gm
v - )

yl(I):Comg(l—I—FQ‘—S‘—'——" nl

coztimiini elde ederiz. Parantez icindeki seriyi taniyoruz. e~ fonksi-
yonunun Maclaurin acihmi. O halde ¢y bir keyfl sabit olmak iizere

y(z) = cor’e™
yazabiliriz.

Simdi de ro = 1 kiiciik kokiint ele alacagiz. Artik 6.13 orneginde
oldugu gibi, Teorem 6.3, bu kiiciik koke kargilik diferansiyel denklemin
(6.89) seklinde ikinci bir lineer bagimsiz ¢6ziimi bulunacagini bize ga-
ranti edemiyor.

Bununla birlikte ayni ornekte oldugu gibi boyle bir ¢oziimiin var
oldugunu kabul edip, onu bulma {imidiyle (6.91)’de r yerine 1 koyariz.
Bu adimin bizi genel ¢oziime de gotiirebileceginin bilincindeyiz.

Boylece (6.91)’de r yerine 1 koyarak bu iistele ait

n(n—2)c, +ne, 1 =0, n>1 (6.93)

rekiirans bagintisi n = 2 icin

Cn—1
==, n>1, n#2 (6.94)
olarak elde edilir. n =1 igin (6.94) formiiliinii kullanamayiz. (6.93)’ten
0.co + 2¢; = 0 yahut ¢; = 0 buluruz. Fakat ¢; = ¢ oldugundan ¢y =0
elde edilir ki bu, (6.89)’u yazarken yapilan ¢q # 0 varsayimi ile celigir.
Bu celigki bize, ro = 1 kii¢lik kokiine karsilik (6.89) seklinde ¢6ziim
bulunamayacagini gosterir.

Yine (6.94)’1 n > 3 i¢in kullanmaga kalktigimizda, daha 6nce elde
etttigimiz y; (x) ¢6zlimiini elde ediyoruz. Ciinkii Béylece 0.¢3+2¢; = 0
sartindan ¢y’'nin keyfi oldugunu gériiyoruz. (6.94)’i n > 3 i¢in kul-
lanirsak, arka arkaya

C3 &)

C3 = —Co, 04:—5257
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G & _ (e
3_ 3!7"'7cn+2_

elde ederiz. Boylece (6.89)’da r =1 ve ¢,’lerin bu degerlerini koyarak
r =1 kiiciik iisteline karsilik olarak bicimsel olarak,

4 5 — 1) t2
?J(z):ch[xQ—x3+$—w+...+()x+...]

Cs = ,TLZ]_,...

n!

2! 3! n!

2 3 n N
= Co ll—w+w—y++w+] = Co €
¢Oztimiini elde ederiz. Bunu (6.92) ile karsilagtirirsak, y = y;(z) ¢ozii-
mii ile ayn1 oldugunu goriiriiz.

Simdi (6.88)’in y;’den lineer bagimsiz ¢6zimiini arayacagiz. Teo-
rem 6.3’ten bu ¢oziimiin ¢} # 0, C' # 0 olmak tizere

S o™t 4+ Cyi(z) In|z] (6.95)

n=0

seklinde oldugunu biliyoruz. Boyle bir ¢oziimiin bulunmasi icin bir
cok yontem var. Biz 4.1 kisminda anlatilan mertebe diigirme yolunu
kullanacagiz. f, (6.88)’deki bilinen ¢éziim olmak fizere y = fu diyelim.
f olarak ¢y = 1 konmusg (6.92) ile tamimlanan y; bilinen ¢éziimiini
alalim.

y =z’ u (6.96)
diyelim. Buradan
d d
% = x?’e*xﬁ + (32%e™" — 2’ )u (6.97)
ve
d? d? d
d—:z:g = x?’e*“"d—;; +2(32%e7" — x?’e’x)ﬁ + (zPe™ — 627" + 6ze " )u
(6.98)

elde edilir. (6.96), (6.97) ve (6.98); (6.88) diferansiyel denkleminde y
ve ilk iki tiirevi yerine konursa, sadelestirmelerden sonra

T— +(3—12)>— =0 (6.99)
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bulunur. Burada v = du/dx déniisimi yapilirsa, bu ikinci basamak
denklem hemen

birinci basamak diferansiyel denklemine indirgenmis olur. Bu ayrilabi-
len denklemin bir 6zel ¢oziimi v = z73e%’tir. Boylece (6.99) denklemi-
nin bir ozel ¢oziimi

U= /x_?’em dz

olur. Demek ki
yo(z) = x36_’”/x_36‘” dx (6.100)

olmak tizere y = ys(x), (6.88)’in, (6.92) ile tanimli y; ¢6ziimiinden lineer
bagimsiz bir ozel ¢coziimiidiir.

Simdi (6.100) ile tammlanan ¢éziimiin ashnda (6.95) yapisinda oldu-
gunu gosterecegiz. e”’in MacLaurin serisini (6.100)’de yerine koyarsak

2 3 4

3 g _3 T T T
= l4+z2+—+—+—+...|dx =
@/2(@ e /$ ( T 5 R 2 ) T

1 1 x
3 _—x —3 —2
= + +—+=-4+—+4+...]d
e /(37 o 2z 6 24 ) o

Bunu terim terim integre ederek

1 1 1 1 1
3 - 2

buluruz. Simdi de e”*’in MacLaurin serisini kullanirsak

5 6
5 . T z
= —rt 4+ = — X
Yo () (x T 5 G )

x( Lo ey >+13—@"1||
-+ -+ —z"+... —z’e " In|x
202 6 48 2
yazabiliriz. Son olarak bu iki seriyi carparsak,

1 1 3 1 1
yo(z) = (—51‘ — §x2 + ng = ZI4 “+ . ) + §ZL‘3€_$ In |z|
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elde ederiz ki bu, y;(z) = x3¢™® olmak iizere (6.95) tipindedir. (6.88)
diferansiyel denkleminin genel ¢oziimi boylece C4, C5 keyfi sabitler
olmak iizere

y = C1y1(z) + Caya(x)

olarak yazilabilir.

Bu ornekte sanshydik ve birinci ¢oziim 1,71 kapali olarak yazabildik.
Bu yiizden y,'yi bulmak icin gerekli hesaplamalar basitlesti. Birinci
coziim kapali olarak yazilamasa da, ikinci ¢oziim basamak diigiirme
yontemi ile bulunabilir. Bu durumda hesaplar, y;’in seri acilimi ile
sirdirilmelidir. Ancak bu durumda igler ¢cok karmagiklagacaktir.

6.12, 6.13 ve 6.14. orneklerde, 1 —ry = 0 hali disinda Teorem 6.3’de
siralanan imkanlar ele alinms oluyor. Indis denkleminin koklerinin esit
oldugu bu durumda her iki kok, r bunlarin ortak degerleri olmak tizere,

aynl
(e.0)

Y1 = [L'—,Z'() Z ZL'—ZL'()

¢Ozlimiinii vereceklerdir. Boylece Teorem 6.3’1in (ii). sonucunda belir-
tildigi gibi, lineer bagimsiz ikinci ¢ézim, C' # 0 olmak iizere

oo

Yo = (z — )" Z cr(x—x0)" + Cyr(x) In|z — x|

n=0

seklinde olacaktir. Bir kere y; bulunduktan sonra, 1,’yi basamak diigiir-
me yoluyla bulabiliriz. Bu yontem 6.14 6rneginde anlatildi. Bu konuya
baska bir ornek, 6.3 kisminda sifirinct basamaktan Bessel denkleminin
coziimii sirasinda verilmistir.

ALISTIRMALAR

1. 'den 4.’ye diferansiyel denklemlerin tekil noktalarinin yerlerini ve
cinslerini bulunuz.

1 (2?2 =320)24 4 (2 +2)% 4y =0

dxz?

2. (x3+x)dx2+( —22)% +4y =0
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3. (x4—2x3+x2)%%+2(x—1)%—{—362;}:0
4. (2% +2* —62° )d$2+x2—a+(x—2)y—()

5. 'den 26.’ya kadar problemlerdeki diferansiyel denklemlerin z = 0
civarindaki ¢oziimlerini bulmak icin Frobenius yontemini kullaniniz.

5. 2x2—9—6—x L4z -1)y=0

6. 202%Y + o 4 (252~ 3)y =0

7. xQ%—x%+(x2+§>y:O
8. xQ%—mg—z+<2x2+g)y:O
9. 2?28y 4 gl +(2—%>y:()
10 22%¥ + 9 42y =0

1. 322% — (2 -2)% —2y =0

12. dx2+2dy+xy—()

13.

o

2y g +( 2—i>y:()
14. w2£%+(x4+x)%—y:()

15. 284 — (22 +2)% 4 7y =0

16. x2%+x23—z -2y =0

17, (222 —2) L4 + (20— 2)% 4 (—22° + 32— 2)y =0

18. 2%y gy 3y —

dz?

2
19. 2?24 — 2% + (z — 1)y =0

dz?

20. 22TY (2% —2)% 3y =0

dx?

21. x2d2y—xdy+8( —1ly=0

dz?

2d% 2dy _ 3, _
22, xt s+t —3y=0
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23.
24.
25.
26.

x@+%+2y20

dx?
2084 1 6% 1y =0

2?0y —a % 4 (22 + 1)y =0

xQ%—mg—z+(x2—3)y:O

359
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6.3 Bessel Denklemi ve Fonksiyonlari

A. Sifirinci Basamaktan Bessel Denklemi
p bir parametre olmak tizere

dy  dy
2 2 2\, —

ikinci basamaktan lineer diferansiyel denklemine p. basamaktan Bessel
denklemi , p. basamaktan Bessel denkleminin herhangi bir ¢oziimiine
de p. basamaktan Bessel fonksiyonu denir. Bessel denklemi ve Bessel
fonksiyonlari fizik ve miithendislikte bir ¢cok problemde ortaya cikar, bu
denklemin ve ¢oziimlerinin teori ve uygulamalariyla ilgili pek cok yayin

vardir.
p =0 ise (6.101) denklemi

Py dy
— 4+ = =0 102
xdx2+dx+xy (6.102)

haline gelir ve buna sifirinct basamaktan Bessel denklemi denir. Bu
denklemin, z = 0 noktasinin bir delik komsulugunda gecerli ¢oziimlerini
arayacagiz. = = 0, (6.102) diferansiyel denkleminin bir diizgiin tekil
noktasidir ve ¢y # 0 olmak tizere

Y= cuz"" (6.103)
n=0

seklinde bir ¢6zlim arariz. (6.103)’i iki defa tiiretip (6.102)’de yerlerine
koyarsak,

e0] e0] e0]
SNn+r)n+r =1,z + Y (n+r)e T D ™ =0
n=0 n=0 n=0

elde ederiz. Bunu sadelegtirirsek,

SN (n+r)ex™ T 4> e 1™ =0

n=0 n=2

ya da

reor” M+ (L4 1) ™ + D [(n+ 1), + cuo)a™ =0 (6.104)

n—=>2
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buluruz.
(6.104)’te «’in en kii¢iik kuvvetinin (yani z"’nin ) katsayisint sifira
egitleyerek
r? =0

indis denklemini elde ederiz. Koklerin
ri=0 ve ry=20

oldugunu hemen gorebiliriz.
(6.104)’te z’in daha yiiksek kuvvetlerinin katsayilarini sifira egitle-
yerek
c(l+7r)>=0 (6.105)

sartini ve
(n+7)ch+cn =0 n>2 (6.106)

rekiirans bagintisini elde ederiz. (6.105)’de » = 0 konulunca hemen
¢1 = 0 bulunur. (6.106)’da r = 0 konulunca da rekiirans formiili

n2e, + cpo = 0, n>2

veya
Cn—2

Cp = — n> 2

n2’
halinde basitlesir.
Bu rekirans formiiliinii kullanarak birbiri ardinca
Co 1 C2 Co

62:—2—2, 03:—§:O, 042—5222'42,...

elde ederiz.
¢1 = 0 oldugundan biitiin tek numarali terimlerinin sifir oldugunu
goriiyoruz. Cift numarali terimler genel olarak

_ (=1)"co _ (D
22.42.62....(2n)%’ (n!)2.220" =

Con

seklinde yazilabilir. (6.103)’de r = 0 ve ¢y,,’lerin bu degerlerini koyarak

yi(z) = 002 ((;,1)): (;)2"
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coziimiini elde ederiz.

co = 1 koyarak (6.102) diferansiyel denkleminin 6nemli bir 6zel
coziimiini elde ederiz. Bu 6zel coziim, .Jy ile gosterilen ve birinci
cesitten ve sifirinct basamaktan Bessel fonksiyonu denilen bir fonksiyon
tanimlar. Yani Jy, (6.102)’nin

o= G (3) 6209

ile tanmimli 6zel coziimiudiir. Bu serinin bazi terimlerini yazarsak,

Jole)=1- (11!)2 (92 * ﬁ (94 - @ (96 +

1.2 1,4 1,6

S T T
4 +64 2304

. (6.108)

elde ederiz.
Indis denkleminin kokleri egit oldugundan lineer bagimsiz ikinci
¢oztim Teorem 6.3’iin (ii). sonucunda belirtildigi gibi, C' # 0 olmak

uzere
[e0]

y=(z—x0)" > ci(x—30)" + Cyi(z) In|z — zo]
n=0
seklinde olacaktir. Bu c¢oziimii basamak diisiirme yoluyla bulabilecegi-
mizi biliyoruz. Bu yontem 6.14 6rneginde anlatildi. Aslinda Teorem
4.7’ye gore bu ikinci ¢oziim
J I,
i) = 4io) |

ve boylece
dx

yo(z) = JO(QT)/W
ile verilir. (6.108)’den

olur ki,
1 _1+x2+5x4+23x6
[Jo(x)]2 2 32 576
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ve buradan

1 z  5xd 2375
= -t 4 — 4+ — 4+ ... ]d
Yo () Jo(z)/(x+ 5T 3 T g T ) z

Jo(e) (mla] + 5 4 520 4 2820
= T n\|\x — —_— —_—
0 4 128 ' 3456

2 4 6

:Jo(x)ln|x|+(1—x—+$—— ° —|—...>><

4 64 2304

X (1;2 + 5_x4 + M + .. )
4 128 3456 '
2 4 6
:J()(ZL')]T]|ZE|+%— %—I— 1131;244—...
bulunur. Boylece ikinci ¢oziim olan 45 'nin bastan bir kac terimini mer-
tebe diigtirme yoluyla bulduk. Ancak hesaplarimiz yukaridaki serinin
genel ¢ katsayisi hakkinda bilgi vermemektedir. Aslinda genel katsay1

icin bir formiil bulunabilecek gibi goriinmiiyor. Bununla birlikte

[y
[y

1 1 3 3
O
(=1) 2z \' 3 21922 128’
1 1 1 11 11
—1 4 (1 — —) = —
(=1) XEEN T273) T wes 13

olduguna bakarsak, y- yi agagidaki gibi daha sistematik olak yazabiliriz

z? z? 1 zt 11
yz(:c)ZJo(:c)lnlzr|+22—24(2!)2<1+2>+26(3!)2 <1+2+3>+...

Daha da ileri giderek ¢35, genel katsayisinin

T )l (1+1+1+ +1) >1
cl. = — — — n
o 9m(pl)2 2 3 n/’
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oldugundan kugkulaniyoruz. Pek kolay olmasa da bunun dogru oldugu
gosterilebilir. Bunun dogru oldugu kabul edilirse y5 ¢oziimii

n+1x2n 1 1
0o(@) = Jo(o) Infa] + 30 S e (1+5+

+ +1> (6.109)
> stgtot ) (6

olur. (6.109) ile tammli y, ¢dziimii, Jo(z) ten lineer bagimsiz oldugun-
dan (6.102) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii bunlarin bir lineer
bilegimi olarak yazilabilir. Oysa ¢ogu defa boyle yapilmaz, (6.102) nin
ikinci ¢coziimi olarak Jy ile yo'nin, v sabiti

= li 1 L] ! ] = 0.5772
W’——HEH; ( '+'§'+ §-+"'-+-ﬁ —-11n> =Uu. .

ile tanimli Euler sabiti olmak lzere,

[o2(2) + (7~ I 2)Jo(z)]

ozel lineer bilesimi kullanilir. Buna wkinci cesitten sifirinct mertebeden
Bessel fonksiyonu (Weber formu) denir ve genellikle Yj ile gosterilir.
Boylece (6.102) denkleminin ikinci ¢dziimii

)n+1$2n]

Vifo) = 2 [ o) miel + 3

1 1 1
X [<1+—+—+...+—)+(7—1n2)J0(x)}
2 3 n
veya

Yo(r) = 2 Kmu +7> )+ 2 222"; 2”] x
x[(l%—i%—i%—...%—;)} (6.110)

olarak alinir. Béylece Yy fonksiyonunu (6.102)diferansiyel denkleminin
ikinci ¢coziimi olarak alirsak genel ¢oziim; ¢;, ¢ keyfi sabitler ve J ile
Yy sirasiyla (6.107) ve (6.110) ile tamimli fonksiyonlar olmak iizere

y = c1do(z) + Yo (z) (6.111)

seklinde vazilabilir.
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Jo ve Yy fonksiyonlarinin degerleri kitaplarda tablolar halinde ve-
rilmigtir. Bu fonksiyonlarin bir ¢ok ilging 6zelligi Sekil 6.1°deki grafik-
lerinde goriilmektedir.

Sekil 6.1

B. p. Basamaktan Bessel Denklemi

Simdi 6.3A kesiminin bag tarafinda tamtilmig olan p. basamaktan
Bessel denklemini inceleyecegiz. Bu, p gercel ve pozitif bir sabit olmak
uzere P p

:ch—xg + x% + (22— pP)y =0 (6.101)
denklemidir. Bu denklemin, x = 0 noktasinin bir delik komsulugunda
gegerli ¢bziimlerini arayacagiz. © = 0, (6.102) diferansiyel denkleminin

bir diizgiin tekil noktasidir ve ¢q # 0 olmak iizere
y=>_ cpx"’ (6.112)
n=0

seklinde bir ¢6ziim arariz. (6.112)’yiiki defa tiiretip (6.101)’de yerlerine
koyar ve orneklerdeki gibi sadelestirirsek,

(r* —p*)coz" +[(147)2 —p?leiz™ T+ Z{[(n+r)2—p2]cn+cn_2}x"+r =0

n=2
(6.113)
buluruz.
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(6.113)’de z’in ¢esitli kuvvetlerinin katsayisini sifira egitleyerek

r?—p° =0 (6.114)
[(r+1)* = p?le; =0 (6.115)

ve
[(r+n)* = plen +cno=0, n>2 (6.116)
bulunur. (6.114) denklemi (6.101) diferansiyel denkleminin indis denk-
lemidir. Bu denklemin koklerinin vy =p > 0 ve 719 = —p oldugunu

hemen gorebiliriz. r; —re = 2p > 0 fark: pozitif tamsay1 degilse Teorem
6.3’ten, (6.101) diferansiyel denkleminin (6.112) tipinde iki tane lineer
bagimsiz ¢oziimu vardir. Halbuki r; —ry = 2p > 0 fark: pozitif tamsay1
ise, sadece r; = p buyiik kokii icin bu tiir bir ¢ézimin varligindan
emin olabiliriz. Simdi varligi daima garanti edilmis olan bu ¢oziimu
arayacagiz.

(6.115)'te r = r; = p koyarsak, (2p + 1)¢; = 0 buluruz. p > 0
oldugundan ¢; = 0 olmahdir. (6.116)'da r = r; = p koyarsak p biiyiik
kokiine karsilik,

n(n + 2]7)0” +Cp2= 07 n>2

veya
Cn—2
ch=—"—"F7—", Nn>2 6.117
n(n + 2p) - ( )
rekiirans bagintisini elde ederiz. ¢; = 0 oldugundan biitiin tek nu-

marall terimlerinin sifir oldugunu goriiyoruz. Cift numarali terimler
genel olarak

(=1)"co
2.4.6....(20)][(2+ 2p)(4 + 2p).... (2n + 2p)]
_ (=1)"co n
T2+ p)2+p)....(n+p)] =1

seklinde yazilabilir. Bdéylece (6.101) diferansiyel denkleminin r = p
biiyiik iisteline karsihk olarak

c??’l:[

(_1)nx2n+p

(1+p)2+p)....(n+p)]

Y1 =Co Y oo (6.118)
= 22!
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coziimiini elde ederiz. p bir pozitif tamsay1 oldugu zaman bunu

= 2p 'ii f e (6 119)
SmSl L i eyt \2) '

olarak yazabiliriz.

p bir pozitif tamsayr olmadigi zaman, y;(x)’1 (6.119)’dakine ben-
zer olarak yazabilmek icin, faktoriyel fonksiyonunu genellestirmemiz
gerekir. Boyle bir genellestirme, simdi tanitacagimiz gama fonksiyonu
denilen fonksiyon kullanilarak yapilabilir.

N > 0 i¢in gamma fonksiyonu

P(N) = /0 N, (6.120)

yakinsak has olmayan integrali ile tanimlanir. N pozitif tamsay1 oldugu
zaman
Nt=T(N+1) (6.121)

olacagt gosterilebilir. N pozitif fakat tamsayr olmadigi zaman NVi
tanmimlamak igin (6.121)’1 kullaniriz. Gamma fonksiyonu yayinlarda
genig olarak arastirilmig bir fonksiyondur. I'(/V)’nin

I(N+1) =N [(N), (N >0) (6.122)

rekiirans formiiliinii saglayacagi gosterilebilir. Kitaplarda T'(N)'nin
degerleri tablolar halinde verilmistir. Bu tablolarda N genellikle 1 <
N < 2 araliginda degigir. I'(N)’nin bu araliktaki degerleri ve (6.122)
formiilii tekrar tekrar kullanmilarak, bu fonksiyonun her N > 0 icin
degeri hesaplanabilir. Mesela (3/2)Vi hesaplamak isteyelim. (6.121)-
deki tammdan (3/2)! = I'(5/2) oldugunu goriiriiz. (6.122) formiiliinden
deI'(5/2) = 3/21'(3/2) oldugundan tablolardan I'(3/2) ~ 0.8862 degeri
alimp kullanilirsa, (3/2)! =1(5/2) ~ 1.3293 bulunur.

N < 0 i¢in (6.120)’deki integral wraksar ve boylece N'nin negatif
degerleri icin I'(N), (6.120) ile tammlanmaz. I'(N)’nin N < 0 degerleri
icin tanimi, (6.122) rekiirans formiiliiniin pozitif N’ler i¢in oldugu kadar
negatif N’ler icin de gecerli oldugu kabul edilerek yapilir. Bu formiiliin
tekrar tekrar kullanilmasiyla I'(/V), N'nin her tamsay1 olmayan negatif
degeri icin tanimlanmis olur.
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Boylece I'(IV), her N # 0, —1,—2, -3, ... i¢in tamimlanmig olur. Bu
fonksiyonun grafigi Sekil 6.2’de gorilmektedir.

Sekil 6.2
['(N)’nin grafigi

Simdi (6.118)’deki p’nin bir pozitif tamsay1 olmadigi ¢6ziime done-
lim. (6.122) rekiirans formiiliinii arka arkaya N =n+p, n+p—1, n+
p—2,..., p+1icgin uygularsak,

Tn+p+1)=n+p)(ntp—1n+p—2)...(p+1)0(p+1)
elde ederiz. O zaman p bir pozitif tamsay1 olmadigi zaman elde edilen
(6.118) ¢Oziimiini
o0 (_1)n$2n+p

v =clp+1) 2 220\ (n +p + 1)

n=0

= 2I(p+1) i nlr(;_j);; 3 (%) " (6.123)

n=>0
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olarak yazabiliriz. Simdi (6.121)’i N = p ve N = n+ p igin kullanirsak,
(6.123) ¢oztiminiin (6.119) sekline girdigini goriiyoruz. Boylece (6.101)
denkleminin p > 0 biiyiik kokiine karsilik olan cozimit, p bir pozitif
tamsay1 olmadig1 zaman, p! ve (n+p)! sirasiyla I'(p+1) ve I'(n+p+1)
ile tanimlanmak iizere, (6.119) ile verilmektedir.

(6.119)daki ¢y keyfi sabitini 27p! olarak alirsak, (6.101)’in bir 6zel
coziimuni elde ederiz. Bu 6zel ¢coziim, birinci cesitten ve p. basamaktan
Bessel fonksiyonu denilen ve .J, ile gosterilen bir fonksiyon tanimlar.
Boylece J, fonksiyonu (6.101)’in, (n + p)! sayisi p bir pozitif tamsay1
olmadig1 zaman ['(n + p + 1) olmak iizere,

J,=3 '(_2;! (;) o (6.124)

“— nl(n

ile tamimli 6zel coziimudiir.

Buradaki incelemelerin bagindan beri (6.101)’de ve bu yiizden de
(6.124)’te p > 0 aldik. (6.101)’de p = 0 ise (6.101), (6.102) ile verilen
sifirinci basamaktan Bessel fonksiyonuna, (6.124)’teki ¢6ziim de (6.107)
ile verilen birinci cesitten ve sifirinci basamaktan Bessel fonksiyonuna
dontsiir.

p =1 i¢in (6.101) diferansiyel denklemi

dy  dy
= -4 Z_1y=0 6.125
sl (@ = L)y (6.125)

birinci basamaktan Bessel denklemi haline gelir. (6.124)’te p = 1
konursa, (6.125) diferansiyel denkleminin birinci ¢esitten birinci basa-
maktan Bessel fonksiyonu denilen ve Jy ile gosterilen ¢6ztimi elde edilir.
Yani J; fonksiyonu

Ji = i ,(_71)71 (f>2n+1 (6.126)

ile tanimlanmigtir. (6.107) ile tammlanmus Jy ve (6.126) ile tanimlanmig
J1 fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 6.3’te goriilmektedir.
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Sekil 6.3

Birinci cesitten Bessel fonksiyonlarinin bircok ilging 6zellikleri bu
sekillerden gozlenebilmektedir. Bunlardan biri, J, ve Ji'n soniimli
titregsimler gibi davranmalart ve Jy'in sifirlarinin Jy'in sifirlarint ayir-
masidir.

Artik p > 0 icin p. basamaktan (6.101) Bessel denkleminin bir
¢Oziimiiniin (6.124) ile verilecegini biliyoruz. Simdi (6.101)’in bu birinci
coziimden lineer bagimsiz ikinci bir ¢oziimiiniin bulunmasi igini kisaca
ele alacagiz. p = 0 icin bunu yaptik ve ¢oziimi (6.110) ile verdik. p > 0
icin, 2p bir pozitif tamsay1 olmadiginda (6.101) diferansiyel denklemi-
nin 1o = —p kiiciik kokiine kargihik olarak (6.112) seklinde bir ¢ozlime
sahip olacagini da gordiik. Simdi bu kiiciik kokle calisacagiz.

(6.115)’de r = ry = —p koyarsak,

(—2p+ 1)y =0 (6.127)
(6.116)’da r = ry = —p koyarsak,
n(n —2p)c, + ¢ 2=0, n>2 (128)
veya
Cn = —ﬁ, n>2, n#2p (6.129)

rekiirans bagintisini elde ederiz. (6.127), (6.128) ve (6.129)’u kullanir-
sak, —p kokiine kargihk olan y = yo(z) ¢OzUimi bulunur. Asagidaki
bicimlerde ¢éziimlere yol acan t¢ farkli durum ortaya cikar.



6.3. BESSEL DENKLEMI VE FONKSIYONLARI 371

(i) 2p bir pozitif tamsay1 degilse, ¢o keyfi bir sabit ve ay,’ler bilinen
sabitler olmak tizere

y2(x) = coz™” (1 + i aznx2n> (6.130)

n=1

olur.
(ii) 2p bir tek pozitif tamsay1 oldugu zaman cg, co, keyfi sabitler ve
Bon, Yo, (n=1,2,...)lar bilinen sabitler olmak iizere

yo(z) = cox™? (1 + Z ﬁgnx2"> + copz P (1 + Z 72nx2"> (6.131)

n=1 n=1

olur.
(iii) 2p bir ¢ift pozitif tamsay1 oldugu zaman co, keyfi bir sabit ve
don, (n=1,2,...)lar bilinen sabitler olmak iizere

yo(7) = coz ™" (1 + i aznx2"> (6.132)

n=1

olur.

(i) halinde (6.130) ile taniml ¢6ziim, .J, ile lineer bagimsizdir. (ii)
halinde (6.131) ile ¢y = 0 olmak fizere taniml ¢6ziim de, J, ile lineer
bagimsizdir. Ancak (iii) halinde (6.132) ile tamiml ¢oziim, .J,'nin bir
sabit katidir ve bu yiizden J, ile lineer bagimsiz degildir. Boylece 2p bir
¢ift pozitif tamsayr olmadigl zaman, —p kii¢iik kokiine kargihik (6.112)
tipinde lineer bagimsiz bir ¢oziim vardir. Bagka bir deyisle, p bir pozitif
tamsay1 olmadigi zaman, (6.101) diferansiyel denkleminin

yo(x) = D cona™ P (6.133)
n=0

tipinde, J, ile lineer bagimsiz bir ¢oziimu vardir.

(6.133)’teki co,, katsayilarim hesaplamak kolaydir. —p kii¢iik kokiine
kargilik olarak elde edilen (6.129) rekiirans formiilii, p biiyiik kékiine
kargilik olan (6.117) rekiirans formiiliinden, buradaki p, —p ile degistiri-
lerek elde edilebilir. Béylece (6.133) tipindeki ¢6ziim, (6.124)’te p yerine
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—p konularak elde edilir. Bu bize hemen, (n — p)! sayis1 I'(n — p + 1)
ile tanimlanmak tizere,

T, = i Gl (EYH, (6.134)

nl(n —p)t \2

ile tamimli .J,, fonksiyonunu verir.

Béylece p > 0 bir pozitif tamsay1 olmadigi zaman, (6.101) diferan-
siyel denkleminin lineer bagimsiz iki ¢6ziimi, (6.124) ile tanimli J, ile,
(6.134) ile tamumli .J_, fonksiyonudur. O halde p > 0 bir pozitif tamsay1
olmadigl zaman, p. basamaktan Bessel diferansiyel denkleminin genel
¢oziimi, J, ve J_, sirasiyla (6.124) ve (6.134) ile tanimli fonksiyon,
C1, C5 keyfi sabitler olmak tizere

Yy = ClJp + CQJ,p

ile verilir.

p bir pozitif tamsay1 oldugunda, (6.132) ile tamimli fonksiyon, daha
once de soyledigimiz gibi, J, ile lineer bagimsiz degildir. Bu durumda
J, ile lineer bagimsiz ¢6ziim, C' # 0 olmak iizere

Yp(x) =277 Z crz” 4+ CJy(z) In |z

n=0

ile tanimh y = y,,(x) fonksiyonudur. Bu lineer bagimsiz ¢6ziim basamak
diiglirme ile bulunabilir. O zaman (6.101) diferansiyel denkleminin
genel ¢oziimi, J, ve y,’'nin bir lineer bilesimi olarak yazilabilir. An-
cak sifirincr basamaktan Bessel denkleminde de oldugu gibi, (6.101)
diferansiyel denkleminin ikinci ¢6ziimii olarak J, ve y,'nin 6zel bir li-
neer bilegimini almak gelenek olmustur. Bu 6zel lineer bilesim ~ Euler
sabiti olmak iizere

v,=2 {(1n|323|+7> Jp(x) — ;ISM (g)Q”er}

™

piger B @) o
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ile tamimlanan Y}, fonksiyonudur. Y, ¢oziimiine kince ¢esitien, p. basa-
maktan Bessel fonksiyonu (Weber formu) denir.

Béylece p pozitif bir tam say1 ise, (6.101) diferansiyel denkleminin li-
neer bagimsiz iki ¢oziimi, (6.124) ile tanmimli J, ile (6.135) ile tanimli Y,
fonksiyonlaridir. Boylece p pozitif bir tam say1 oldugunda, p. basamak-
tan Bessel denkleminin genel ¢oziimii, C), Cs keyfi sabitler ve J,, Y,
sirasiyla (6.124) ve (6.135) ile tamuml fonksiyonlar olmak iizere

y = C1p(z) + oYy ()

seklinde yazilir.
ALISTIRMALAR

1.k bir sabit olmak iizere Jy(kz) fonksiyonunun

d’y | dy
—— + L+ Ky =0
z I + I + K xy
diferansiyel denklemini saglayacagini gosteriniz.

2.y =u(z)/y/r doniigimiiniin, (6.101)’deki p. basamaktan Bessel
-t

denklemini
1+ (59 ] =0
—_ — |y =
dx? 4 p 2 !

denklemine doniigtiirecegini ispatlayiniz.

d?u

3. 2. aligtirmanin sonucunu, % basamaktan Bessel denkleminin
¢coziimiini bulmak icin kullaniniz.

4. J,/nin (6.124)’teki seri ifadesini kullanarak, & bir sabit olmak
iizere,

d d
%[prp(kx)] = kaPJ, 1(kz) ve %[x*pJp(kx)] = —kx7PJ, 1 (kx)

olacagini gosteriniz.
5. 4. problemin sonuclarini kullanarak

(k)] = ks (k) — Ly k),



374 BOLUM 6. SERILERLE COZUM

k)] = —hdpes (k) + L, k),

ve bunlardan yararlanarak da

d k
L1500 = £y (k) = i)
Jy(kx) = ];_;[Jp—l(kx) + Jpi1(kz)]

oldugunu gosteriniz.

6. 5. problemin sonuclarini kullanarak
(a) Ji(z) ve L[J(z)]', Jo(z) ve Ji(z) cinsinden hesapla.

(b) Jn+%(:7c) fonksiyonunu Jn_%(:p) ve Jn_g(:p) cinsinden hesapla.

OKUNMASI TAVSIYE EDILEN KITAPLAR

I. Temel Teori ve Yontemler

Agnew (1) Hildebrand (22)

Burkhill (8) Kaplan (3)

Coddington (12) Martin and Reissner (38)
Ford (17) Rainville (45)

1. Bessel Fonksiyonlar: Ile ilgili Ek Kaynaklar
Churchill (10) Wylie (57)
Hochstadt (24)

I11. Daha Ileri Teori
Birkhoff ve Rota (6) Ince (26)
Coddington ve Levinston (13)



Bolum 7

Diferansiyel Denklem
Sistemleri

Bundan o6nceki boliimlerde, bir tek serbest degiskene bagh tek bir denk-
lemle ugrasiyorduk. Simdi iki bilinmeyen fonksiyon icin yazilmig iki
diferansiyel denklemden olusan sistemleri ele alacagiz. ilgimizi lineer
sistemler iizerinde toplayacak ve bu sistemlerin temel teorisini kisaca
gozden gecirecegiz. Bu incelemede gerekli kavramlar: tanittiktan sonra
bazi teoremleri ispatsiz olarak ifade edecegiz. Bundan sonra cesitli
coziim yontemlerini anlatacagiz. En sonunda da lineer sistemlerin bazi
uygulamalarina sira gelecek.

7.1 Lineer Sistemlerin Temel Teorisi

A. Lineer Sistemler ve Coziimleri

Simdi iki bilinmeyen fonksiyon icin yazilmisg iki diferansiyel denk-
lemden olugan sistemlerle baslayacagiz. Bu tiir sistemler

{ & =an(t)r +a(t)y + bi(t)

W — g (t)x + as(t)y + ba(t) (7.1)

seklindedir. Buradaki a1, ai2, as1, a9, b1, bs fonksiyonlarmin bir
a <t < b gercel araliginda siirekli olduklarint kabul ediyoruz. (7.1)
sistemindeki by (), ba(t) fonksiyonlari her ¢ i¢in sifir oluyorsa, bu sisteme
homojen sistem, aksi halde homojen olmayan sistem denir.

375
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Ornek 7.1.
dz _ 9y —y
dt 79
{fft’:3x+6y (7:2)
sistemi homojen,
& — 9x —y — 5t
dt 7.3
{%:3x+6y—4 (7.3)

sistemi homojen degildir.

TANIM. (7.1) sisteminin ¢dzdmi, bir a < ¢t < b gergel araliginda
siirekli tiirevlere sahip olan ve bu araliktaki her ¢ icin

{ A0 = a1, (1) F(2) + arag(t) + bi(2)
WU — 01 (1) (1) + azeg(t) + ba(t)

egitliklerini saglayan bir
(f, 9) (7.4)
sirali fonksiyon ikilisidir. Baska bir deyisle

x = f(t)
{ y = g(t) (7:5)

fonksiyonlar, a < t < b gergel arahigindaki her ¢ i¢in (7.1)’deki denk-
lemlerin ikisini birden saglarlar.

Gosterim. (7.1) sisteminin bir ¢bziimiini gostermek igin

{v2 £(?) (7.5)

y=g(t)
yazacagiz.
Ornek 7.2.  Her ticin (¢?, — 3¢%) ile tammlanan ve
=
(o (7.6)

olarak gosterilen sirali fonksiyon ¢ifti, (7.2) sisteminin bir ¢ézimudiir.

Yani 5
Tr=¢€
{2 (756)
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(7.2)’deki denklem ¢iftinin ikisini birden saglar. (7.6)’y1 (7.2)’de yerine
koyarak bunu dogrudan gosterelim.

g zuen o
£(—3e") = 3(e”) + 6(—3e™)

veya

5edt = 2¢5 + 37
—15e%) = 3¢ — 18¢™

olur ki, (7.6) gergekten (7.2) sisteminin bir ¢éziimiidiir. Okuyucularimiz

her ¢ icin (e*, — e!) ile tamimlanan ve
M
{x = et
= —edt

olarak gosterilen siral fonksiyon ¢iftinin de, (7.2) sisteminin bir ¢6ziimi
oldugunu goreceklerdir.

Simdi lineer sistemlerin genel teorisinin incelenmesine geciyoruz. Bu
teori ile, 4.1 kisminda daha ytksek basamaktan tek lineer denklem icin
verilen temel teori arasindaki benzerlik dikkatimizi ¢ekecektir. Teorem
7.1, (7.1) sistemi ile ilgili temel varlik teoremidir.

TEOREM 7.1.

Hipotez.  (7.1) sistemindeki ayy, aya, ao1, ao9, by, by fonksiyonlar
bir a < t < b arahginda siirekli, 5 bu araligin bir noktasi, ¢; ve ¢y de
iki keyfi sabit olsun.

Hiikiim. (7.1) diferansiyel denklem sisteminin

flto)=c1 ve g(to) =c

olacak gekilde bir tek
{w = f(t)

y = g(t)
¢coziimii vardir ve bu ¢oziim biitiin ¢ < ¢ < b arahiginda tanimhidir.

Ornek 7.3.  (7.3) sistemini ele alalm. Teorem 7.1’in hipotezindeki
biitiin siireklilik gereksinimleri her kapali ¢ < ¢ < b araliginda yerine
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gelmektedir. Boylece ¢y bu araligin bir noktasi, ¢; ve ¢; de iki keyfi sabit
ise, (7.3) sisteminin f(tg) = ¢ ve g(ty) = co sartlarmi saglayan bir
tek z = f(t), y = g(t) ¢oziimii vardir. Mesela f(2) =5 ve g¢(2)= -7
olacak sekilde bir tek = = f(t), y = ¢(¢t) ¢ozlimii vardir.

B. Homojen Lineer Sistemler

(7.1) sistemindeki by (t), by(t) fonksiyonlarimin ikisinin birden her #
icin sifir oldugunu kabul edelim ve

b2 — s ()2 + (i)
{ % = a9 (t)x + agn(t)y (7.7)

lineer homojen sistem’ini ele alalim. Bu sistemle ilgili ilk sonucumuz
sudur:

TEOREM 7.2.
Hipotez.

z = fi(t) {$=f2(t)
ve 7.8
{h= o v = gt 78
(7.7) homojen sisteminin lineer bagimsiz iki ¢ézimi olsun. ¢; ve ¢y de
iki keyfi sabit olsun.

i = D)+ 1)
{ y =c1g1(t) + c292(2) (7:9)

fonksiyon ¢ifti de (7.7) diferansiyel denklem sisteminin bir ¢éziimudiir.

TANIM. (7.9) ¢6ztimiine, (7.8)’deki ¢oziimlerin lineer bilegimi
denir.

Bu tanim yardimiyla Teorem 7.2°yi yeniden goyle ifade edebiliriz.

TEOREM 7.2.  (yeni ifadesi) (7.7) sisteminin iki ¢6ziimiiniin
herhangi lineer bilesimi, yine bu sistemin bir ¢coziimidiir.

Ornek 7.4.
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fonksiyon ciftlerinin (7.2) sisteminin iki ¢6zimi oldugunu gdérmiigtiik.
Teorem 7.2 bize, ¢; ve ¢y de iki keyfi sabit olmak tizere,

{x = 1% + cpe?t
3t

y = —3c1e” — coe

¢iftinin de yine (7.2) sistemin bir ¢éziimii oldugunu soyliiyor. Mesela
c1 =4 ve ¢y = —2 i¢in,

{x = 4% — 2¢3
y = —12e% 4 2¢3

cozumini elde ederiz.

TANIM.
{xZﬁ@) {$=ﬁ@)
ve
y=ag1(t) y = g2()
(7.7) homojen sisteminin iki ¢oziimii olsun. Ikisi birden sifir olmayan
c1 ve ¢y sabitleri; a <t < b gercgel araligindaki her # icin

c1f1(t) + cafo(t) =0
{ c191(t) + c2g2(t) = 0 (7.10)

olacak gekilde bulunabiliyorsa, bu ¢oziimlere a < t < b gercel araliginda
lineer bagimbidirlar denir.

TANIM.
{xzﬁ@) {wzﬁ@)
ve
y=g.(t) y = g2(t)
(7.7) homojen sisteminin iki ¢oziimii olsun. Bu ¢éziimler ¢ < ¢ < b
gercel araliginda lineer bagiml degillerse, bu aralikta lineer bagimsiz-
dirlar denir. Yani a <1 < b gercel arahigindaki her ¢ icin

c1f1(t) + cafo(t) =0
{0191(t) + cag0(t) =0 (7.11)

olmasi, ¢; = ¢y = 0 olmasini gerektiriyorsa,

(r=hl) (o= hi

y = g1(t) y = ga(t)
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coziimleri, ¢ < t < b gercel araliginda lineer bagimsizdir.

Ornek 7.5.  (7.2) sisteminin

{x:ew ve {$:265t
y = —3edt y = —6e™

coztimleri her a < ¢ < b gergel araliginda lineer bagimhdir. Ciinki bu
durumda (7.10) sartlart

{ 1% + 2c0€% = 0 (7.12)

—3c1e% — 6eye® =0

haline gelir ve ikisi birden sifir olmayan ¢; ve ¢y sabitleri (7.12) sartt
a <t < b araliginda saglanacak sekilde bulunabilir. Mesela ¢; = 2 ve

¢y = —1 i¢in bu ig olur. Diger taraftan (7.2) sisteminin
{xze“ ve {x:e?’t
y = _36525 y = _€3t

coziimleri her a <t < b gercel araliginda lineer bagimsizdir. Ciinkii bu
durumda (7.11) sartlar

{ c1ed + et =0
—3c1e% — ce3t =0

haline gelir ki, bu sartin a < ¢ < b araligindaki her 7 icin saglanmasi
ancak ¢; = ¢o = 0 ile mumkiindir.

Simdi (7.7) homojen lineer sisteminin lineer bagimsiz ¢oziimlerinin
kiimesi ile ilgili temel teoremi ifade edecegiz.

TEOREM 7.3. (7.7) lineer sisteminin ikiger lineer bagimsiz
¢oziimden olusan ¢6ziim kiimeleri vardir. (7.7) lineer sisteminin her
¢coziimii, sistemin iki lineer bagimsiz ¢oziimiinden olugan kiimenin ele-
manlarinin bir lineer bilegimi olarak yazilabilir.

Ornek 7.6.



7.1. LINEER SISTEMLERIN TEMEL TEORISI 381

fonksiyon ciftlerinin (7.2) sisteminin iki ¢6zimi oldugunu gdérmiigtiik.
Bu, Teorem 7.3’lin birinci kismini dogrular. Teoremin ikinci kismi bize,
(7.2) denkleminin her ¢oziimiiniin ¢; ve ¢y de iki keyfi sabit olmak {izere,

{x = c1€% + cpe®

y = —3ce% — cpe’t

seklinde yazilabilecegini soyliiyor.

4.1. kisimda n. basamaktan bir tek homojen lineer diferansiyel
denklem icin genel ¢oziimii, n tane olan lineer bagimsiz ¢oziimlerin li-
neer bilegimi olarak tanimladigimizi hatirlayiniz. Teorem 7.2 ve 7.3’lin
bir sonucu olarak simdi benzer bir tammi (7.7)’deki lineer homojen
sistem icin yapacagiz.

TANIM.
{fﬂ=f1(t) {fEZfz(t)
ve
y =gt y=g2(t)
(7.7) lineer homojen sisteminin lineer bagimsiz iki ¢6ziimi, ¢; ve ¢y
keyfl sabitler olsumn.

{HC = c1f1(t) + eafo(t)
y = c191(t) + c292(?)

¢Ozlimiine (7.7) sisteminin genel ¢dzimai denir.

Ornek 7.7.

r=e" r=e
56 Ve 3t

y= —3e y=—€

fonksiyon ciftleri (7.2) sisteminin lineer bagimsiz iki ¢oziimi oldugun-
dan (7.2)'nin genel ¢dziimii, ¢; ve ¢y de iki keyfl sabit olmak iizere,

{x = 1% + cpe?t
3t

y = —3c1e” — coe
seklindedir.

(7.2) sisteminin herhangi iki ¢6ziimiiniin lineer bagimsizhig i¢in, 4.1.
kismin ” Wronski Teoremi”ne benzer bir teorem verecegiz.
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TEOREM 7.4.
(r=hl) (o= hi

y = gi(t) y = go(t)

(7.7) homojen sisteminin iki ¢dziimii olsun. Bu ¢6ziimlerin ¢ < ¢ < b
araliginda lineer bagimsiz olmalari icin gerek ve yeter sart, bu araliktaki

her # icin
fit)  fa(t) ‘
7.13
0lt) o) (7.13)
determinantinin sifirdan farkl: olmasidir.

At) =

Bu determinant icin soyle bir sonucumuz daha var:

TEOREM 7.5. Teorem 7.4’deki A(t) determinanti ya a <t <b
araliginda ozdeg olarak sifirdir, ya da hicbir noktada sifir olmaz.

Ornek 7.8.

r=e" r=e
ve 5

y = —3e> y=—e
coziimlerinin lineer bagimsiz oldugunu gostermek icin Teorem 7.4 kul-
lanalim. Bu durumda her a < ¢ < b kapali araliginda

e515 831&
-3 652& _ 63t

At) = = 2e% £ 0

buluruz. Teorem 7.4’e gore bu c¢oziimler her a < ¢ < b kapali araliginda
lineer bagimsizdirlar.
C. Homojen Olmayan Lineer Sistemler

Simdi tekrar kisaca (7.1) homojen olmayan sistemine dénelim. Bir
ornekle desteklenmis bir teorem ve bir tamim, buradaki amacimiz icin
yeterli olacaktir.

TEOREM 7.6.
Hipotez.
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(7.1) homojen olmayan lineer sisteminin bir ¢éziimi,

{wa@
y=g(t)
de buna kargilik olan (7.7) homojen sisteminin bir ¢6ziimii olsun.

{wZﬂﬂ+F@

y=yg(t)+G(1)

fonksiyon ¢ifti de (7.1) homojen olmayan diferansiyel denklem sistemi-
nin bir ¢ozuimiidiir.

TANIM.
{ z = F(t)
y=G(t)

(7.1) homojen olmayan lineer sisteminin bir ¢éziimi,
z = fi(t) {$=ﬁ@
ve 7.8
U= ais y— (0 79
(7.7) homojen sisteminin iki ¢dziimii, ¢; ve ¢y de iki keyfi sabit olsun.
{ZL' = lel (t) + Cgfg(t) + F(t)
y = c191(t) + cago(t) + G(t)

fonksiyon ¢iftine (7.1) homojen olmayan diferansiyel denklem sistemi-
nin genel ¢ozima denir.

Ornek 7.9.
{x =2t+1

y=—t
fonksiyon ¢iftinin (7.3) homojen olmayan sisteminin bir ¢dziimii oldugu-
nu gérmek kolaydir. Bu sisteme karsilik olan homojen sistem (7.2)’dir
v x =ed x = e’
{y _ 30t ve {y Bt
fonksiyon ¢iftlerinin (7.2) sisteminin lineer bagimsiz iki ¢éziimii oldu-

gunu gordiik. Boylece Teorem 7.6’ya gore

{x:e5t+2t—|—1
y=—3e"—t '’



384 BOLUM 7. DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMLERI

(7.3) homojen olmayan sisteminin bir ¢oztimiidiir. Az énce verdigimiz
tanim da (7.3)’lin genel ¢dziimiiniin, ¢; ve ¢y de iki keyfi sabit olmak

uzere
{x =c1e® + et +2t 41
y = —3cie’ — cpedt —t

seklinde yazilabilecegini soyliiyor.

ALISTIRMALAR

1.
dz _
{gf—Sx—i-ély
F=2z+y

sistemini gézoniine al.
(a)
x = 2e5 r=ce""
Y ve B
y —= e y = —€

fonksiyon ciftlerinin bu sistemin ¢oziimleri oldugunu gosteriniz.

t

(b) (a) kismindaki iki ¢éziimiin her a < ¢ < b gercel araliginda
lineer bagimsiz oldugunu gosteriniz ve sistemin genel ¢oziimiinii yaziniz.

(c) Sistemin f(0) =1, g¢(0) =2 sartin1 saglayan

{xzf@

y=9(t)
cOziimiini bulunuz. Bu ¢oziim nicin tektir? Hangi aralikta tanimlidir?

2.
dr _
{gf—5x+3y
Y=dx+y

sistemini gdzoniine aliniz.

(a)

{30236” ve {ac:e_t
y = 2™ y=—2""

fonksiyon ciftlerinin bu sistemin ¢oziimleri oldugunu gosteriniz.
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(b) (a) kismindaki iki ¢éziimiin her a < ¢ < b gercel araliginda
lineer bagimsiz oldugunu gosteriniz ve sistemin genel ¢oziimiinii yaziniz.

(c) Sistemin f(0) =0, g¢(0) =8 sartin1 saglayan

{wzf@

y=g(t)
cozumini bulunuz.

3. (a)

xr = 2% r=c¢"
y = —3eTt ve y = et

fonksiyon ciftlerinin

W — 31 + 4y

de _
{£—5x+2y
dt

sistemin ¢oziimleri oldugunu gosteriniz.

(b) (a) kismindaki iki ¢éziimiin her a < ¢ < b gercel araliginda
lineer bagimsiz oldugunu gosteriniz ve sistemin genel ¢oziimiinii yaziniz.

(c)
{x:t+1
y=—5l—-2

fonksiyon ciftinin

W =3z + 4y + 17t

dr _
{d—f—5x+2y+5t
dt

homojen olmayan lineer sistemin bir 6zel ¢oziimii oldugunu gosteriniz
ve bu sistemin genel ¢6zimini yaziniz.

4.
{$=ﬁ@ {$=ﬁ@
ve
y=ag(t) y = g2(t)
(7.7) homojen lineer sisteminin iki ¢6zimi ve A(t) de (7.13) ile tanim-
lanan determinant olsun. A’nin

dA

= [a11(t) + axe(t)]A

birinci basamak diferansiyel denklemini saglayacagini gosteriniz.
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5. Teorem 7.2’yi ispat ediniz.
6. ‘Teorem 7.6’y1 ispat ediniz.

7. Ug bilinmeyen fonksiyon i¢in yazilmig

0 — 411 (t)2 + ara(t)y + asz ()2 + b (t)

&= an (1) + asn(t)y + as(t)z + ba(t) (4)
d_i = a3 (t)IL’ + ng(t)y + ass (t)z + by (t)

seklinde ¢ diferansiyel denklemden olugan sistemi ele aliniz ve bu
kisimda verilen teoriyi bu tiir sistemlere genigletiniz.

(a)  Ozel olarak (7.1) ve (7.7) sistemleri icin metinde yapilan
coziim, genel ¢oziim, lineer bagimlilik, lineer bagimsizlik tanimlarini
ornek alarak (A) sistemi ve ona karsilik olan homojen sistem i¢in ben-
zer tanimlarl yapimiz.

(b) Bu kisimdaki teoremlerin benzerlerin (A) sistemi ve ona karsilik
olan homojen sistem icin de ifade ediniz.

EK ALISTIRMALAR

cost sint t
1. (a) xi(t) = | —sint |, xa(t)=| cost |, =x3(t)=|1
—cost —sint 0
vektorlerinin
[L'Il = T9
xh = 13
xy = (1/t)xy — 29 + (1/t)x3

sisteminin bir tam ¢oziimi oldugunu gosteriniz.

(b) 21, 22 ve x3'lin wronskianlarinin bir noktada sifir fakat w(t) # 0
oldugunu gosteriniz. Bu wronskian ile ilgili teoremle celigiyor mu?

(c) z3’i t ve w'(t) cinsinden ifade ediniz.
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(d) Asagidaki vektor fonksiyonlardan hangileri verilen diferansiyel
sistemin ¢oziimudiir?

2t — cost tcost
(1) | 24sint |, (4) | —sint|,
cost 0
t— 2sint cost + sint
(13i) |1 —2cost| (iv) |cost—sint
2sint swnt — cost
t —1
2. 1 X3 t], x3(t)=
1 12 t
vektorlerinin
:L‘Il = —ﬁl’z —|-
o s+ 2 L
2
7 = mw L+ 8 +2t+1x2 ot ﬁtjlxg

sisteminin ¢oziimleri i¢in bir taban olusturdugunu gosteriniz.

(b) 21, z2 ve x3'lin wronskianlarinin bir noktada sifir fakat w(t) # 0
oldugunu gosteriniz. Bu wronskian ile ilgili teoremle celigiyor mu?

(c) x1,x9 ve x3'lin ikiger ikiger birbirlerine dik olduklar: tiim ¢ nok-
talarmi bulunuz.

(d) Asagidaki vektor fonksiyonlardan hangileri verilen diferansiyel
sistemin ¢ozimidiir?

t 2 0 t+1
@) |2+t|, @) | t—1 |, @) |[1+4¢] (@) | 0

12 t(t—1) 12 1—1t
3. 2=y, 2o =1,...,2, = y™ 1 yerine koymasi

y(”) + al(t)y(”_l) +...Fa,(t)y=0
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diferansiyel denklemini x’ = A(¢)x birinci basamak sistemine doniisgtii-
riir. Sistemin herhangi n ¢6ziim vektoriiniin wronskianinin n. basamak
denklemin bunlara karsilik olan ¢éztimlerinin wronskiani ile cakigtigini
gosteriniz.

4. x' = A(t)x, bir I arahiginda normal homojen n bilinmeyen cinsin-
den birinci basamak sistem olsun. w = det[x1X3 . . . X, | de bu denklemin
I araliginda tamimli n tane ¢oziimiiniin wronskiani olsun.

(a) w(t) = (a11(t) + ... + ann(t))w'(t) esitligini cikariniz.
(b) (a)’daki ifadeyi kullanarak ¢ty € I iken Vt € I igin

(1) = w(tg)e hulET R (s

oldugunu gosteriniz.

(c) (b)’de w(t) i¢in verilen formiilii kullanarak I {izerinde ya w(t) =
0 olacagini, ya da w(t) nin hi¢bir zaman sifir olamayacagini kanitlayiniz.

5. n bilinmeyenli homojen birinci basamak sistemin normal oldugu
bir I araliginda en ¢ok n tane lineer bagimsiz ¢oziimii oldugunu kanit-
layiniz.

6. Bir X = [x1Xs...x,]| matris fonksiyonu tiirevli ise ve tekil degilse,
x' = X'X~!'x sisteminin, temel matrisi X olan bir birinci basamak
sistem oldugunu kamitlayimz. Hatirlatma: x = Xc ve x’ = X'c denk-
lemleri arasindan c¢’yi yokediniz.

7. Asagidaki matrisleri temel matris kabul eden homojen birinci
basamak sistemleri bulunuz. Hatirlatma: 6. probleme bakiniz.

cosht sinht} (b) [cost —sint} (©) { t 1}

() sinh¢ cosht sint cost -1 ¢
t 1 1 sect sect sect 1 et 0
(d)y [0 t ¢t|(e)]| O sect tant| (f) |t ¢t ¢
0 0 ¢ 0 tant sect et 0 et

8-11. problemlerde homojen sistemlerin temel matrisleri verilmistir.
Homojen olmayan sistemlerin 6zel ¢oziimlerini bulunuz.
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[ cost cos2t
—cost cos2t|’

o) = —(5 tant + tan 2t)z; + (5 tant — tan 2t)z, + sec 2t + tant
b =—(3tant — tan2t)z; — (5 tant 4 tan 2¢)zs + sec 2¢ — tant

9 [e‘t et } {x’l = 311 + 225 + et sec? ¢

et 2t Th = —4x; + 3wy + 2el sec® t
10 =1 1] )= -3z — zTo+1— 7
L2t -1 \ah=2m 43z +2—t

[t ¢ 1] x’lz%xl—i-t%xg—t%xg—l—ljﬁ
1. 10 1 o, {a, =32

0 1 ] Th = — 1o + 733 + 12

Asgagidaki baglangic deger problemlerini ¢oziiniiz.

z! =z, + 3xq + Je2t1/? 1
e (g o (!
{x’z = 321 + zo — Je 2412 x(0) 1
13 Ty =z — 319 + 3e’ sec 3t x(0) = [0]
C | ol =3z + 29 ’ |0
xlle—kfvg—ljt? 0
14. ZL‘IZ = T2+ 21‘3 — H% s X(O) =10
xg:x1+2$2+5x3+1+% 0
$I1:I1—ZL’2+4ZL"3+63% 6e3
15. x’223x1+2:ﬂ2—x3+263;1, x(0) = | 12¢*
xg:2$1+x2—m3+$ 6e?



390 BOLUM 7. DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMLERI

7.2 Sabit Katsayili Homojen Sistemler
A. Girig

Bu kisimda a1, b1, as, bs katsayilari gercel sabitler olmak tizere

(ot -

% = aox + boy

seklindeki lineer homojen sistemlerle ilgilenecegiz. Bu tiir sistemlerin
cozliimlerini bulmak istiyoruz ama nasil baglayacagiz? 4.1. kisimda
sabit katsayili n. basamaktan tek denklemler icin iistel fonksiyonlar
seklinde ¢oziimler aradigimizi ve buldugumuzu hatirlayin. Yiksek ba-
samaktan tek lineer denklemlerle, lineer sistemler arasindaki benzerlige
dayanarak (7.14) sisteminin {istel fonksiyon ¢6ziimlerini arayabiliriz.
Bu yiizden A, B ve A sabitler olmak iizere

{x = AeM

o B (7.15)

seklinde ¢oziimler arayacagiz. (7.15)°1 (7.14)’te yerine koyarsak

{ AXeM = a1 AeM + by BeM
BleM = gy AeM + by BeM

elde ederiz. Buradan A, B bilinmeyenleri icin

{(al—/\)A+b1B:O
asA+ (bo —N)B =0

sistemini elde ederiz. Bu sistemin kugkusuz A = B = 0 ¢6ziimii vardir.
Ancak bu degerler (7.14) sisteminin z = y = 0 ilging olmayan ¢6ziimiine
gotiiriir. Boyle bir sistemin sifirdan farkli ¢6ziimi olmast icin gerek ve

yveter sart,
a; — A b1
o bg - A

olmasidir. Bu determinant1 acarsak, A bilinmeyeni cinsinden

=0 (7.17)

/\2 — (CLl + bg)/\ + (a1b2 - agbl) =0 (718)
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ikinci derece denklemi elde edilir. Bu denkleme (7.14) sistemine ait
karakteristik denklem, bu denklemin Ay, Ay koklerine de karakteristik
kikler denir. (7.15) ¢ifti, (7.14) sisteminin ¢6ztimii olacaksa, (7.15)’teki
A'min bu koklerden birisi olmast gerekir. A = Ay olsun. (7.16) cebirsel
sisteminde A = A; konursa, bu cebirsel sistemin A;, B; gibi sifirdan
farkli ¢6ziimiinii elde edebiliriz. Bu degerlerle (7.14) sisteminin sifirdan
farkli ¢oziimi
x= AeM
y = Ble/\t
olur.
Bu incelemede birbirinden ayr1 i¢ durum ortaya cikabilir:
(i) A1, Ao kokleri gercel ve farkl.
(il) Ay, Ao kokleri egit.
(i) A1, Ag kokleri eglenik kompleks.

B. (i). Hal. (7.18) Karakteristik Denkleminin Ké&kleri
Gergel ve Farkl.

(7.18) karakteristik denkleminin Ay, Ao kokleri gercel ve farkl ise,
herbiri bu farkli kéklerden biri i¢in olmak iizere (7.15) yapisinda iki
tane farkli ¢coziim bulabilecegimizi umuyoruz. Bu farkli ¢coziimler ayrica
lineer bagimsizdir. Simdi bu durumu su teoremle 6zetliyoruz:

TEOREM 7.7.

Hipotez.  (7.14) denklemine ait (7.18) karakteristik denkleminin
A1, Ao kokleri gercel ve farkhidir.

Hiikiim.  (7.14) sisteminin, Ay, By, As, By belirli sabitler olmak
lzere
r = AeMt = AgeM?t
y = B, 6)\1t v y = B2€)\2t

seklinde lineer bagimsiz, sifirdan farkli iki ¢ézimii vardir. Bdylece
(7.14) sisteminin genel ¢6zimii ¢;, ¢ keyfi sabitler olmak iizere

= 1 A1eMt 4 cp Age?t
y = 1 Bie?t + ¢y Boe?t

olarak yazilabilir.
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Ornek 7.10.
dz — 6y — 3y
dt (7.19)
d
{ Y=2r+y
sisteminin genel ¢éziimiini bulahm. (7.15) tipinde bir ¢6ziim kabul
edelim:
r = AeM
2
{ y = BeV (7-20)
(7.20)’yi (7.19)’da yerine koyarsak,
{ AleM = 6AeM — 3BeM
BXeM = 2AeMN + BeM
ve buradan da A bilinmeyeni icin
(6—-—XNA—-3B=0
{QA +(1-NB=0 (7.21)

cebirsel sistemi elde edilir. Bu sistemin sifirdan farkli ¢éziimii olabilmesi
icin
6—-A =3
IR
olmalidir. Bu determinanti acarak
N —TA+12=0

Karakterisitk denklemini elde ederiz. Bunu ¢oziince de Ay =3, Ay =4
koklerini buluruz. (7.21)’de A = A; = 3 koyunca

{3A—3B:O
2A—-2B =0

elde ederiz. Bu sistemin sifirdan farkli sade bir ¢éziimi A = B =1
olur. A, B, X’'nin bu degerleri icin

{‘T = (7.22)

y = e

sifirdan farklt ¢6ziimiinii buluruz. (7.21)’de simdi de A = Ay = 4

koyunca
{ 2A—-3B =0
2A-3B =0
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elde ederiz. Bu sistemin sifirdan farkli sade bir ¢ézimi A =3, B =2
olur. A, B, X’nin bu degerleri icin de

{’E = 3¢% (7.23)

y = 2t

sifirdan farkl ¢6ziimiinii buluruz. Teorem 7.7’ye gére (7.22) ve (7.23)
coziimleri lineer bagimsizdir. Istenirse Teorem 7.4 kullanilarak bu c¢o-
ziimlerin lineer bagimsizlig1 ortaya ¢ikarilabilir ve (7.19) sisteminin ge-
nel ¢ozimi, ¢, ¢y keyfl sabitler olmak tizere

{ z = c1e3t + 3cqpe*
y = c1e3t + 2cyet

olarak yazilabilir.

C. (ii). Hal. (7.18) Karakteristik Denkleminin Ké&kleri
Gergel ve Egit.

(7.18) karakteristik denkleminin Ay, Ay kokleri gercel ve egit ise,
(7.15) yapisinda sadece bir tane ¢6ziim bulabilecegimizi hissediyoruz.
Bazi basit haller disinda bu dogrudur. Peki ikinci lineer bagimsiz ¢ozim
nasil bulunacak? Bir tek yiiksek basamak denklemde katli kék bulun-
masi halinde yaptiklarimizi hatirlayalim. Bu diigiince bizi ikinci ¢oziimi

r = Atet
y = BteM

seklinde aramaya yoneltirse de, burada durum daha karmasiktir ve i-
kinci coziimi
{ Tr = (Alt -+ A2)€>\t

Yy = (Blt + BQ)G/\t (724)

seklinde arariz. Bunu Ornek 7.11°de gésterecegiz. Once (i) halini bir
teoremle Ozetleyelim.

TEOREM 7.8.

Hipotez.  (7.14) denklemine ait (7.18) karakteristik denkleminin
A1, A9 kokleri gercel ve esittir. Bunlarin ortak degerini A ile gosterelim.
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Hiikiim. (7.14) sisteminin, A, B, Ay, Ay, By, By'ler belirli sabitler
olmak tuzere,

T = AeM 1= (At + Ag)eM
ve
Yy = B@M Yy = (Blt + BQ)@M

seklinde iki tane lineer bagimsiz ¢oziimi vardir. O zaman (7.14) sis-
teminin genel ¢6zUimi ¢, ¢ keyfi sabitler olmak iizere

1 = ciAeM + (At + Ay)e
Yy = clBe)‘t + CQ(Blt + BQ)@M

olarak yazilabilir.

Ornek 7.11.
9z — gy —y
de 7.25
{ % =1+ 2y (7.25)
sisteminin genel ¢éziimiini bulahm. (7.15) tipinde bir ¢6ziim kabul
edelim:
r = AeM
2
{ y = Be (7.26)
(7.26)’y1 (7.25)’de yerine koyarsak,
{A)\eM = 4AeM — BeM
BXeM = AeM + 2BeM
ve buradan da A bilinmeyeni icin
(4-—NA-B=0
{A+(2—/\)B:O (7.27)

cebirsel sistemi elde edilir. Bu sistemin sifirdan farkh ¢6ziimii olabilmesi
icin

6—-A =3

°yt Tl
olmahdir. Bu determinanti acarak

A —6A+9=0
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karakterisitk denklemini elde ederiz. Buradan da (A — 3)? = 0 buluruz.
Boylece (7.28) karakteristik denkleminin kokleri gergel ve esittir 3, 3.
(7.27)’de A = 3 koyunca
A—-B=0
{ A-—B=0
elde ederiz. Bu sistemin sifirdan farkli sade bir ¢oziimi A = B = 1
olur. A, B, N’min bu degerleri i¢in (7.25) sisteminin

r=e
{ ) = e (7.29)
sifirdan farkli ¢coziimiini buluruz.

Karakteristik denklemin koklerinin ikisi de 3 oldugundan, ikinci
¢Oziim, A = 3 olmak {izere (7.24) seklinde olacaktir. Boylece A; ile
By ayni zamanda sifir olmamak sartiyla Ay, A, B, B, sabitlerini,

{ T = (Alt + A2)€3t

Yy = (Blt + B2)63t (730)

ifadesi (7.25)’in ¢oziimii olacak sekilde belirleyecegiz. (7.30)'u (7.25)te
yerine yazarsak

(3A1t + 3A2 + Al)e?’t = 4(A1t + A2)63t - (Blt + 32)63t
(3B1t + 3By + By)e® = (At + A)e® + 2(Byt + By)e

ve buradan da

{(Al —Bl)t+(A2 —A1 —Bg) :O
(A1 - Bl)t+ (A2 — A1 — BQ) — O
cebirsel sistemi elde edilir ki, bu egitliklerin 6zdeslik olmasi icin

{Al—Blz(), AQ—Al—BQZO

A1 - B] - O, A2 - Al - BQ — O (731)

olmasi gerekir. Boylece (7.30)’un, (7.25) sisteminin bir ¢6ziimii olmast
icin Ay, As, Bj, B, sabitleri, (7.31) denklemleri saglanacak sekilde
secilmelidir. A;—B; = 0 denklemlerinden A; = B; bulunur. (7.31)’deki
diger iki denklem, A, ile By’nin

A1 - Bl - A2 - BQ (732)
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esitligini saglamalar: gerektigini gosterir. Ay ile By icin kolayimiza gelen
ve sifir olmayan her sayiy1 alabiliriz. Ay = 1 ve B; = 1 alahm. O zaman
(7.32) denklemi Ay — By = 1 halini alir. A, ve By igin bu bagintiy1
saglayan her sayiy1 alabiliriz. Ay =1 ve B, = 0 alalim. O zaman

{x = (t+1)e*

e (7.33)

¢Ozlimiinii elde ederiz. Teorem 7.8’e gore (7.29) ve (7.33) ¢oziimleri
lineer bagimsizdir ve (7.25) sisteminin genel ¢6ziimii ¢;, ¢y keyfi sabitler

olmak tizere
{ z=ce® + et +1)e?
y = c1e3 + cote

olarak yazilabilir.

D. (iii). Hal. (7.18) Karakteristik Denkleminin Ké&kleri
Kompleks ve Eglenik.

(7.18) karakteristik denkleminin Ay, Ao kokleri kompleks ve eglenik
a + bi ve a — bi sayilari ise, herbiri bir koke kargihk olmak tizere (7.15)
vapisinda iki tane ¢oziim bulabilecegiz:

T = A>1ke(a+bi)t T = A;e(a—bi)t
. : 34
{ y = Bfe(a—i—bl)t ve y = B;e(a—bz)t (7 3 )

Ancak bunlar kompleks ¢oziimlerdir. Gergel ¢oziimler elde etmek icin
(7.34)’deki ¢oziimlerden birincisini alir ve gdyle devam ederiz: Once
bu coziimdeki komplleks katsayilart A;, Ay, By, Bs’ler gercel sabitler
olmak iizere, A7 = A; + 1Ay ve B} = B + 1B, seklinde yazariz. Sonra

e = cosf + sin #

seklinde olan Euler formiiliinii kullanarak (7.34)’deki birinci ¢éziimii

x = (A1 +1iA4z)e™(cos bt + isin bt)
y = (B + iBs)e®(cos bt + i sin bt)

haline getiririz. Bunu yeniden

{ x = e™[(A; cosbt — Aysinbt) + i( Ay cos bt + A; sin bt)]

y = e[(By cos bt — By sinbt) + i( By cos bt + By sin bt)] (7.35)



7.2. SABIT KATSAYILI HOMOJEN SISTEMLER 397

olarak yazmak miimkiindiir. Kompleks fonksiyonlardan

fr() +ifa(t), g1(t) +iga(t)

gibi bir ¢iftin (7.14) sisteminin ¢oz{imi olabilmesi i¢in hem gercel ki-
simlarindan olusan fi(¢), ¢1(¢) ¢iftinin ve hem de sanal kisimlarindan
olugan fo(t), go(t) ¢iftinin (7.14) sisteminin ayr1 ayri ¢oziimleri olmast
gerekir. Boylece (7.14) sisteminin (7.35) ¢oziimiiniin gercel kismi olan

x = e"(A; cosbt — Ay sin bt)
{ y = e*(Bj cos bt — By sin bt) (7.36)
ve sanal kismi olan
x = e™(Aycosbt + A sin bt) (7.37)
y = e*(By cos bt + By sin bt) '

ayr1 ayr1 (7.14) sisteminin ¢oziimleridirler. Ayrica bu (7.36) ve (7.37)
¢Oztimleri lineer bagimsizdirlar. (7.13) determinantini bu ¢éziimler igin
hesaplayarak lineer bagimsizlig1 gosterebiliriz.

e (Ajcosbt — Agsinbt) e (A;cosbt + A sin bt)
e (B cosbt — Bysinbt) e (Bs cos bt + B sin bt)

= €2at(AlBQ - A2B1) (738)

B7 kompleks sayist A} kompleks sayisinin bir gercel kati olmadigindan
Ay By — A9 By # 0 olur ki A(t) # 0 olur. Boylece Teorem 7.4’ten (7.36)
ve (7.37) ¢bziimlerinin gercekten lineer bagimsiz olduklar: ortaya ¢ikar.
Bu iki gergel ¢oziimiin lineer bilegimleri, (7.14) sisteminin genel ¢oziimi
olur. (7.34)’deki ¢ozlimlerden ikincisinin alinmasi, yeni ¢oziimler ortaya
cikarmaz. Bunlari bir teorem halinde 6zetleyelim.

Aft) =

TEOREM 7.9.

Hipotez.  (7.14) denklemine ait (7.18) karakteristik denkleminin
A1, Ao kokleri kompleks ve esglenik a + bi ve a — bi sayilaridir.

Hiikiim. (7.14) sisteminin, A1, As, By, By'ler belirli gercel sabitler
olmak tuzere,

x = e™ (A cosbt — Ay sin bt) e 1T= e (Ag cos bt + A; sin bt)
y = e (B cos bt — By sin bt) y = e™(By cos bt + By sin bt)
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seklinde iki tane lineer bagimsiz ¢oziimi vardir. O zaman (7.14) sis-
teminin genel ¢ozimi ¢, co keyfi sabitler olmak iizere

x = e™[e1(A; cosbt — Ag sin bt) + co(Ag cos bt + A; sin bt)]
y = e®[c1(By cos bt — By sinbt) + co( By cos bt + By sin bt)]

olarak yazilabilir.

Ornek 7.12.
dz — 32 + 2y

dt (7.39)
d

{ d_?tJ = 9T +y

sisteminin genel ¢éziimiini bulahm. (7.15) tipinde bir ¢6ziim kabul

edelim:
{ - 2?1 (7.40)
(7.40)"1 (7.39)’da yerine koyarsak,
{ AXeM = 3AeMN + 2BeM
BAeM = —5AeM + BeMt
ve buradan da A bilinmeyeni icin
(s 2 (40

cebirsel sistemi elde edilir. Bu sistemin sifirdan farkh ¢6ziimii olabilmesi
icin

3—-A 2
51 /\‘ =0

olmahdir. Bu determinanti acarak
N —4A+13=0

karakterisitk denklemini elde ederiz. Boylece (7.28) karakteristik denk-
leminin kékleri kompleks ve eglenik 2 = 37 sayilar1 olur. (7.41)’de A =
2 4 3¢ koyunca
(1-3i)A+2B=0
{ —5A+(—1—3)B=0
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elde ederiz. Bu sistemin sifirdan farkli sade bir ¢ézimii A = 2, B =
—1+ 3i olur. A, B, N’min bu degerleri icin (7.39) sisteminin

T = 26(2+3i)t
y = (—1+ 3i)elZ+3)t

sifirdan farkli ¢oziimiint buluruz. Euler formiiliini kullanihinca

x = e*[(2 cos 3t) + i(2sin 3t)]
y = e?[(— cos 3t — 3sin 3t) + 4(3 cos 3t — sin 3¢)]

elde edilir. (7.39) sisteminin ¢oziimii olan bu kompleks fonksiyon ¢ifti-
nin gercel ve sanal kisimlart ayri ayri (7.39) denkleminin ¢6ziimii oldu-
gundan,

x = 2e* cos 3t
{ y = —e?!(cos 3t + 3 sin 3t) (7.42)
ve
x = 2e*sin 3t
{ y = €*'(3 cos 3t — sin 3t) (7.43)

gibi iki tane gercel ¢ozlim elde edilir. (7.42) ve (7.43) ¢oziimleri lineer
bagimsiz oldugundan son olarak (7.39) sisteminin genel ¢6ziimii, ¢1, ¢y
keyfl sabitler olmak tizere

x = 2€%(cy cos 3t + ¢y sin 3t)
y = e*[c1(— cos 3t — 3sin 3t) + co(3 cos 3t — sin 3t)]

olarak yazilabilir.

ALISTIRMALAR

1.’den 22.’ye kadar problemlerdeki lineer sistemlerin herbirinin genel
cOziimiini bulunuz.

1 {Zfz5x—2y 5 {Zfz&c—y

%:4.7:—3/ %:3x+y
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; {Z_f:x+2y A {fl—f:%—l—i’)y
: d : d
& =3r+2y &=z -2y
5 ——3x+y 6 fl—f:ﬁx—y
' dy—4$+3y ' %:3x+2y
. {Zf—3x4y g {Z—szyc—y
. dy __ . dy __
& =2r -3y 2 =91+ 2y
9 d“’—x—|—3y 10 Z—fz3x+2y
' dy—3x—|—1/ ' %:6.7:—1/
11 {flf_?’x_y o {g=t vy
: d : d
T=4dx—y T =x+2y

13.

d d
15, Ja=o 16, { g 203
F=a+y % =3x+2y
dx dx
&L =x—-3 & =5r—1
17. {iﬁ v 18, g T
2 =3r+y 2 =2r+y
dx dx
=4x — 2 =xr—95
19. {1& vy 20 {1& Ly
=5x + 2y L = 2x—y
Z—fz3x—2y dr — 6y — By
21. Qo 43, 22 b _ 4o,
dt

23. a1, by, asg, by katsayilari gercel sabitler olmak iizere

t((ll—f =wzr+ bly
t% = ayz + byy
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sistemini gozoniine al. ¢ = €® dontigiimiiniin bu sistemi bir sabit kat-

sayill lineer sisteme doniistiirecegini gosteriniz.

24.
te — g 4y
t%:—3x+5y

sistemini ¢ozmek icin 23. problemin sonucunu kullaniniz.

20. i
X
A
to =2x+y

sistemini ¢ozmek icin 23. problemin sonucunu kullaniniz.

26. a1, by, a9, by katsayilari gercel sabitler olmak iizere

de __
fth =a1x + by
y _
o = G2T + bay
sistemini gozoniine al. Bu sistemin

r = AeM

y = BeM

seklinde bir ¢ozliime sahip olmast icin asb; > 0 sartinin yeter fakat gerek

olmayan bir sart oldugunu gosteriniz.

Bu kisimdaki sonuclart genellegtirerek 27., 28., 29. ve 30. problem-

leri ¢oziinuz.

‘fl—f:x—l—y—z ‘fl—f:x—y—z

27. d—§:2x+3y—4z 28. d—‘?:x—l—3y+z
©— 4y +y—4z “ = -3r—6y+6z
L —r+y—=z L —r—y+z

29. 2—3;:2:1:+3y+z 30. g_g:x+3y+2z
T=3r+y—=z o= —31r—6y+=z
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EK ALISTIRMALAR

Asgagidaki birinci basamak sistemlerin tam ¢oziimlerini ve verildi-
ginde baglangic kosullarini saglayan coziimlerini bulunuz.
{x'l = —211 — 132, {x'l = —3z; — 4
1. ; 2. ;
Ty = x1 + 4z Ty = 271 + T

[L'Il = —§ZB1 - 21‘2 [L'Il = 3.1'1 -+ 2{1?2
3. ; 270 4. ;
Ty = 233'1 + 52 Xy = —2r1 — x>
5 {ZE’IZ—3$1—2$2 6 {ZE11:3.771+4ZI}2
"ol =22 + 2 oy =22 — 2o
7 {z'1:3x1—2x2 8 {ZL‘IIZZL'l—fL'z
" lah, =5z — 32, "z =z + 3
x| =4z — 2x9 B [10]
9 {x; — 950, — 102, <0 = |40
) = =2z + x9 B [3]
10. {x’Q = —3z; + 229+ 25int x(0) = 4
11 {x’1:2x1—$2+t 19 {x’lz—2x2—2se02t
“lay, =3z — 229+ 2t " lzh, =2z 4+ 2csc2t
[L'Il = 31’1 — 2373 3
13. ¢ 2 = —x1 + 229 + 23 x(0) = | 1
xh = 4z — 33 3
ZL‘Il :41’1 —2$2+fL’3 —3
14. ¢ xh = x4 x(0) = | -2
ZL‘%ZQZL’] *1'2—51'3 -1
xy =3z — 13 -1
15. ¢ xh = —2z1 + 2x9 + 23 x(0) = | 2
xh = 8z — 33 -8
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

2
% 1 2 L
p_ 1. 1. 2 -
To = 511 — 513 — 14 X(O) =

1. _3 2t
21— %2 — 3T+ p

! 1 3
T) = 3%T1 — T2 — 5Tz +

I1:$1—2$2—.’E3

Th=—x1+ 219+ et
xg:—xl—ng—l
ZL'IIZ?).I'l—l'Q—.’Eg
Th = —x1 + 41y + €%
xh =3z —x9 — D

(D+2)z+(D+4)y=1
(D+1)z+(D+5)y=2
2D+ 1)z+ (D+2)y=0
(D+3)z+ (D +6)y=—3¢

(D+1)z+ (4D —-2)yy=t—1
(D+2)z+ (D —-2)yy=2t—1

(D+5)x+ (D+7)y = 4e*
2D+ 1z+@BD+1)y=0

{ (2D + 1)z + (D + 2)y = 6¢'
(D+2)z+(D+4)y=4e?

(2D + 1)z + (D — 1)y = —3cost
(D+2)z+ (D +3)y =bsint

2D+ 1Dz +(D+2)y =38!
(D*+D+9)z+(D?-2D+12)y =6

2D+ 1)z + (D*+6D+1)y=0
(D +2)z + (D?+ 2D + 5)y = 6¢*

403
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(2D? +5)x + (D? + 3)y = —8sin 3t
27- 2 2 .
(D? + Tz + (D*+5)y = 8sin 3¢
53 2D+1)z+(D+1y=0
D=2+ (D -1)y=0
59 Dz +(D—-2)y=—1In|t]
"Dz+(2D—-3)yy=1—-1In|t|
(2D +11)z + (D + 3)y + (D — 2)z = 14¢
30. (D—2)z+ (D —1)y+ Dz = —2¢
(D+ 1)z + (D —3)y+ (2D — 4)z = 4¢*

BD+1)z+(D+Ty=et

3L 2D+ 1Dz +(D+5)y=et
39 (D+5)z+(2D+1)y=e"t+¢
' (D+7z+BD+1)y=0
33 (D +5)z+ (D+T7)y =2
" 2D+ 1)z+(BD+1)y=¢
94 (D+2)z+ (D+3)y=—4
" (2D -6)z+ (3D -4y =2
35 (D+1)z+ (D +2)y=—é
" (BD+ 1)z + (4D + Ty = —Tée
26 (D+Lz+(D+2)y=—-t+1
" GD+ 1)z + (6D +3)y=—-2t+1
- 2D+ 1Nz + (D+2)y=e"
T @BD-Tr+BD+1)y=0
a8 2D+ 1)z + (D +2)y =sint

(3D 4+ 1)z + (3D + 5)y = cost

39. Agirliklart w olan iki cisim tam esnek, agirliksiz, T gerilmesi
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altinda gerilmig elastik bir tele baglanmiglardir. Parcaciklar telin bo-
yuna dik dogrultuda o kadar kii¢iik genliklerle titregiyorlar ki,

(a) Teldeki gerilme sabit kaliyor,

(b) sekildeki aglar siniisleri tanjantlari ile yaklagtirnlabilecek kadar
kii¢iik oluyor.

Telin sagladig1 elastik kuvvet disindaki biitiin kuvvetleri ihmal e-
derek sistemin davranigini temsil eden diferansiyel denklemleri yaziniz.
Sistemin dogal frekanslarini ve her frekansta iki cismin titresim genlik-
lerinin oranini bulunuz.

40.
2D+ 1z +(D+1)y=0

(D-—4)z+(D—-3)y=0
sisteminin karakteristik denkleminin A = 1 katli kokii oldugunu goste-
riniz. Sistemin a, b, ¢, d keyfi sabitler olmak iizere;

-5
(1[0

seklinde coziimlere sahip olacagini gosteriniz. Sistemin bir tam ¢ozi-
mini bulunuz.

seklinde degil de

e 2D+ 1)z + (D+ 1)y =¢
(D-=Tz+(D—-5y=0

sistemindeki e’ fonksiyonunun, sistemin tamamlayici fonksiyonu ile ca-
kigtigin1 gosteriniz. Sistemin a, b, ¢, d keyfi sabitler olmak tizere;
x

_|a ¢

y _{b}te
X . a t C t
y _[b}tej{d}e

seklinde coziimlere sahip olacagini gosteriniz. Sistemin bir tam ¢ozi-
mini bulunuz.

seklinde degil de
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42.

11-21& =17 ,2.¢ —1t11t
9[2]6 —I—[l}te%—{o}te—l—Q[o]e

vektoriiniin 6. ornekteki sistemin bir 6zel ¢oziimi oldugunu gosteriniz.

43.
Dm(te)\t — /\mte)\t 4 m)\m—lekt

oldugunu gosteriniz. Boylece p(D) bir polinom, P(D) de elemanlar
polinomlar olan bir matris ise;

p(D)ter = p(\teM 4 p'(N) et

ve
P(D)te* = P(\)teM + P'(\)eM

olacagini gosteriniz.

44. 43. aligtirmanin sonuglarimi kullanarak A = r, | P(A) |= 0
karakteristik denkleminin bir katli kokii ise x; = ae™ ve xy = b tet +
boe™ vektor fonksiyonlarinin a £ 0 ve by # 0 olmak {izere a, by, bs
vektorlerinin

P(rja=0 P(r)by=0 P(r)ba+ P'(r)by =0

olmasi koguluyla P(D)x = 0 sisteminin ¢oziimleri olduklarini gosteri-
niz.

45. D™(12eM) = Ami2eM 4+ 2mA™ e + m(m — 1) A 2eM
oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak p(D), D cinsinden bir poli-
nom, P(D) de elemanlart D cinsinden polinomlar olan bir matris olmak
iizere ;

p(D)(t2eM) = p(\)2eM + 2p' (At + p” (M) e

ve
P(D)(#*e*) = P(N)t2eM + 2P (\)ter + P"(\)eM

olacagini gosteriniz.
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46. 45. probleminin sonuglarimi kullanarak A'nin | P(A) |= 0 denk-
leminin bir ii¢ katli kokii olmast halinde

x; = ae’t, xo =bite™ +boe™ ve x3 = cit2e" + cote™ + cye’t

vektor fonksiyonlarinin ay, by, b, €1, €2, €3 uygun secilmis vektorler ol-
mak lizere,

P(r)a=0, P(r)by=0, P(r)ba+ P (r)by=0,

P(r)c; =0, P(r)ea+P'(r)c; =0, P(r)es+ P'(r)ca+ P"(r)ey =0

olmasi koguluyla P(D)x = 0 sisteminin ¢oziimleri olduklarini gosteri-
niz.

47. 43. ve 45. problemlerinin sonuclarini #*e* fonksiyonu icin
genellestiriniz.

48. a, b, ¢ sabit siitun vektorleri ve P(D) de elemanlart D ye bagh
polinomlar olan bir matris ise;

(a) P(D)a= P(0)a (b) P(D)bt = P(0)bt + P'(0)b

(¢) P(D)ct* = P(0)ct* +2P'(0)ct + P"(0)c

olacagini gosteriniz.

49. 44. problemde A = r sabit katsayili iki lineer diferansiyel denk-
lemden meydana gelen bir sistemin karakteristik denkleminin iki kath
kokii oldugu zaman

P(T)bl =0 P(T)bQ + PI(T)bl =0

sisteminin sifirdan farkli by ve by vektorleri vermek iizere daima ¢6zi-
lebilecegini gosteriniz.
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7.3 Operatorler Yontemi

A. Diferansiyel Operatorler

Bu kisimda sabit katsayili lineer sistemleri ¢ozmek icin sembolik bir
yontem tamtacagiz. Bu yontem diferansiyel operator denilen ve simdi
tanitilacak olan bir gerecin kullanimina dayanir.

x, 1 serbest degiskeninin n-kere tiiretilebilen bir fonksiyonu olsun.
t’ye gore tiiretme operatoriinii D ile gosterecegiz ve D’ye bir diferansiyel
operator diyecegiz. dz/dt’yi bu diferansiyel operatdr cinsinden Dz ile
gosteririz. Yani,

Dr=—
=0

olur. Benzer sekilde t've gore ikinci tiirevi D2z ile gosteririz. Boylece
devam edilirse, z’in t’ye gore n. tiirevi D™x olur. Yani

B d"z

Dy = —
dtm

olur. Operatér gosterimini daha da genisleterek

dz

D+4c)z = — +ecx
( c)x otz
ve a, b sabit olmak iizere
d"x d"z
D"+ bD™"r=0a—+b——
(aD™ + Jt=a T + T
yazariz.
ag, a1, - - ., Gy’ ler gercel sabitler olmak tizere
d"x "'z dx
CLOW—FCLlW—F...—FGn_la—FanfE:O

genel lineer diferansiyel denklemi bu gosterimle
(aoD™ +a, D" '+ ...+ ay, 1D +a,)r=0

olarak yazilir. Buradaki D™, D™ ! ..., D operatérlerinin z ile carpi-
lacak biiyiikliikler degil de, bu fonksiyon iizerine uygulanacak tiiretme



7.3. OPERATORLER YONTEMI 409

islemleri olduguna dikkat ediniz. ag, a1, ..., a,’ler gercel sabitler olmak
uzere
aoD" +a D" '+ ... +a, 1D +a,

ifadesinin kendisine n. basamaktan, sabit katsayili lineer diferansiyel
operator denir. Degisken katsayili lineer diferansiyel operatorleri 11.
Boliim’de kullanilmigtir ama burada onlarla goriilecek igimiz yok.

Ornek 7.13.  3D? + 5D — 2 lineer diferansiyel operatoriinii ele
alalim. z, t'nin tiirevli bir fonksiyonu ise,

d*x dz
3D?>+5D —2)x =32 4+5——2
( + ) 7 +5dt T
olur. Mesela = + 2 ise
d*t3 dt3
(3D* 45D — 2)t* =3—— + 5—— — 2t = 18t + 15¢* — 2¢°
dt? dt

olur.

Simdi sabit katsayili lineer diferansiyel operatorlerin baz ozellikle-
rini inceleyecegiz. Ifadeyi kullanigli hale getirmek icin bu operatori L
harfi ile gosterecegiz. Yani ag, aq, - .., a,’ler gercel sabitler olmak tizere

L=aD"+a D" ' +...+a, .D+a,

olacak. fi, fo fonksiyonlari t'nin n defa tiiretilebilen fonksiyonlari, ¢, ¢o
sabitler olsun.

Lleyfi + o fo] = et L[ fi] + e2 L[ f2]

olacag1 gosterilebilir. Mesela L = 3D? 4+ 5D — 2 lineer diferansiyel
operatoriinii 3t2 + 2sin t izerine uygularsak

L[3t* + 2sint] = L[3t*] + L[2sin ]
veya
(3D*>+5D—2)[3t*+2sint] = (3D*+5D—2)[3t*]+(3D*+5D—2)[2sin ]
olur. ag,@1,...,0m, bg,by,..., b, ler gercel sabitler olmak tizere

Li=aD"+a, D" ' +...4+a, 1D+a,
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ve
Ly =byD"+b,D" '+ ... +b, (D+b,
ayrica
Li(r) = agr™ +ayr™ ™ 4+ A g 17+ G
ve

LQ(T) = bo?”n + blTb_l + ...+ bn,ﬂ" + bn

de L,, L, operatorlerinde D ile r'nin bicimsel olarak degistirilmesiyle
elde edilmig iki polinom olsun. Bu polinomlarin ¢arpimimi L(r) ile
gosterelim. Yani,

L(r) = Lu(r) + La(r)

olsun. O zaman f, n + m kere tiiretilebilen bir fonksiyon olmak iizere

olacagi kanitlanabilir. Burada L operatorii, L(r) ¢arpim polinomunda
r’nin D ile bicimsel olarak degistirilmesinden elde edilen operatordiir.
(7.44) denklemi, sabit katsayili lineer diferansiyel operatorlerin iki 6-
nemli 6zelligini ortaya cikarir. Birincisi, f Uizerine 6nce L;’in ve sonra
Lo’nin etkimesinin sonucunun, énce Lo’nin ve sonra L;’in etkimesinin
sonucuna esit oldugudur. Ikincisi de, f tizerine O6nce Li’in ve sonra
cikan fonksiyon iizerine Lo’'nin etkimesinin sonucunun, [ izerine L
carpim operatoriiniin etkimesinin sonucuyla ayni oldugudur. Bu énemli
ozellikleri asagidaki ornekle gosterecegiz.

Ornek 7.14. Ly = D*+1, Ly, =3D+2, f(t) =12 olsun. O

Zamarn
LiLyf = (D?+ 1)(3D +2)t* = (D? +1)(9t* 4 2t%)

= 9(D*+ 1)*+2(D* +1)t° = 9(2+¢%) +2(6t +*) = 26> + 9t* + 12t + 18

ve
LyLi f = (3D+2)(D*+1)#* = (3D+2)(6t+t%) = 6(3D+2)t+(3D+2)#*

= 6(3 4 2t) + (9% + 2t%) = 2t° + 9> + 12t + 18
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ve son olarak L = 3D% 4 2D? + 3D + 2 oldugundan
Lf = (3D% 4 2D? + 3D + 2)t® = 3(6) 4 2(6t) + 3(3t%) + 2t

= 2t3 + 9% + 12t + 18
bulunur.

ag, a1, ..., a, ler gercel sabitler olmak tizere
L=aD"+a,: D" '+.. . +a, 1D +a,

ve
L(r)=aor" +ar™ ' 4+ ...+ a, 17 +ay

de L operatoriinde D ile r’nin bicimsel olarak degistirilmesiyle elde
edilmis polinom olsun. ry,ry, ..., 7, ler de L(r) = 0 polinom denklemi-
nin koéklerini gostersin. O zaman L(r),

L(r) = ao(r —rm)(r—ry) ... (r —my)

seklinde carpanlarina ayirlabilir. Simdi burada r ile D yi bigimsel
olarak yer degistirtirsek, L(D) operatoriiniin ¢arpanlarina ayrilms sek-
lini elde ederiz:

L(D) =ag(D —r)(D —r9)...(D —ry)

Boylece sabit katsayili lineer diferansiyel operatorler, D cebirsel
biyikligiiniin polinomlar: gibi carpilabilir ve carpanlarina ayirilabi-
lirler.

B. Sabit Katsayih Lineer Sistemler I¢in Bir Operator
Yontemi

Simdi sabit katsayili lineer sistemleri ¢ozmek icin kullamilabilecek
sembolik bir operatorler yonteminin ana hatlarini verecegiz. Ly, Lo, Ls
ve L4 sabit katsayili lineer operatorler olmak tizere

LlfL' —+ Lgy = f1 (t)

Lz + Lyy = fo(1) (7.45)
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seklinde bir lineer sistem ele alahm. Yani buradaki Ly, Lo, L3 ve Ly
operatorleri a, b, «, (’lar sabitler olmak iizere

Li=aD"+a, D" ' +...4+a, 1D+a,

LQ = boD” + len—l + ...+ bnle + ay,
Ly =aoDP+a, D'+ ... +a, 1D+a,
Li=BD'+ D" ' +.. .+ B,1D+ 5,

seklinde sabit katsayili lineer operatorlerdir.
(7.45) seklinde ifade edilebilecek basit bir 6rnek olarak

dx d;

alinabilir. Operator gosterimi ile bunu

(2D —-3)x —2Dy =1
2D+ 3)z+ (2D +8)y=2

olarak yazabiliriz. Bunun Ly = 2D — 3, Ly, = —2D, L3 = 2D + 3 ve
L, = 2D + 8 olmak iizere (7.45) seklinde oldugu bellidir.

Simdi tekrar (7.45) genel sistemine dénersek, birinci denkleme L,
ikinci denkleme de Lo’yi uygulayarak

L4L1ZL’ + L4L2y = L4f1 (t)
LoLsx + LoLyy = Lo fo(1)

elde ederiz. Birinci denklemden ikincisini ¢ikarirsak, LyLoy = LoLgy
oldugundan
L4L1£L’ — L2L3{L' = L4f1 — L2f2

veya
(LaLy — LoLs)x = Laf1 — Lo fo (7.46)

elde ederiz. Bu denklemin sol tarafindaki LyL, — Lo L3 ifadesi bir bagina
sabit katsayili lineer operatordir. Onun sifirdan ve sifir olmayan bir
sabitten farkli oldugunu kabul ederek Ly ile gosterelim. Ayrica f; ve fo
fonksiyonlarimin, (7.46)nin sag tarafini mevcut ve t'nin g;(¢) gibi bir
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fonksiyonu olarak var kilacak ozelliklere sahip olduklarini varsayalim.
O zaman (7.46) denklemini

Lsz = g1(2) (7.47)

olarak yazabiliriz. Bu (7.47) denklemi artik bir tek x bagli degiskenine
gore yazilmis sabit katsayil bir lineer diferansiyel denklemdir. Islemleri-
mizin 6teki bagh degisken olan y’yi yokettigine dikkat ediniz. Simdi X’i
(7.47) denkleminden 4. Bolim’de gordiigiimiiz yontemlerle ¢ozecegiz.
(7.47) denklemi N. basamaktan olsun. O zaman (7.47) denkleminin
genel ¢oziimi, uq, Us, ..., uy’ler Lsz =0 homojen lineer denkleminin
N tane olan lineer bagimsiz c¢oziimleri, ¢y, co, ..., cy’ler keyfi sabitler,
Uy de Lsxr=g; denkleminin bir 6zel ¢oziimii olmak iizere

T =cur + cus+ ... +eyuy + Uy (7.48)

seklinde yazilabilecektir.
Tekrar (7.45) sistemine donelim ve birinei, ikinci denklemlere sira-
siyla Lz ve L, operatorlerini uygulayalim. O zaman

LsLyx 4 L3Loy = L3 f1(t)
Ly Lyx 4+ LiLyy = Ly fo(t)

elde ederiz. Ikinci denklemden birincisini cikanirsak, Lslqx = LiLsx
oldugundan

(L1L4 - L2L3)y =Lifo— Lsfi

elde ederiz. f; ve f, fonksiyonlarinin, sag tarafi t'nin go(¢) gibi bir
fonksiyonu olarak var kilacak ozelliklere sahip olduklarini varsayalim.
O zaman bu denklemi Ls = L4sL, — Ly L3 olmak lizere

Lsy = g2(1) (7.49)

olarak yazabiliriz. Bu (7.49) denklemi bir tek y baglh degiskenine gore
yazilmig sabit katsayill bir lineer diferansiyel denklemdir. Islemlerimiz
bu sefer 2’1 yoketmistir. Simdi 3’yi (7.49) denkleminden ¢ozersek genel
¢OzUmi, uq,us,...,un’ler Lsy = 0 (veya Lsz = 0) homojen lineer
denkleminin, daha 6nce (7.48)'de de goriilen N tane lineer bagimsiz
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cozimil, ki, ks, . .., kx'ler keyfi sabitler, Uy de  Lsy = g2 denkleminin
bir 6zel ¢ozlimii olmak tizere

y:klul—l—kQuQ—l—...—l—kNuN—l—Ug (750)

seklinde yazilabilecektir.

Boylece x ve y (7.45) sistemini saglarsa, «’in (7.47)’deki tek dife-
ransiyel denklemi, y’nin de (7.49)’daki tek diferansiyel denklemi sagla-
yacagint gormiis olduk. Yani z ve y (7.45) sistemini saglarsa, = (7.48),
y de (7.50) geklindedir. Bununla beraber (7.48)-(7.50) fonksiyon ¢ifti
C1,C2, -, CN, k1, ko, ..., ky keyfl sabitlerinin her se¢imi i¢in (7.45) sis-
temini saglamaz. Bagka bir deyisle (7.48) ile verilen x ile, (7.50) ile
verilen y'nin (7.45) sistemini saglamasi i¢in, 2N tane ¢, ¢o,. .., Cn,
ki, ko, ..., ky keyfl sabiti birbirinden bagimsiz olamaz, bir kisminin
geri kalanlarin fonksiyonu olmalart gerekir. (7.45) sisteminin genel
¢6ztimiindeki bagimsiz sabitlerin sayisinin, (7.45)’de x ve y'nin operator
katsayilarindan olugan

Ly Ly

Ly Ly
determinantindan elde edilen L;L, — Lo L3 operatoriiniin mertebesine,
bu determinantin sifir olmamast sartiyla esit oldugu gosterilebilir. Bu
operatoriin N. basamaktan oldugunu kabul etmigtik. Boylece (7.48)-
(7.50) ciftinin (7.45) sistemini saglamasi i¢in, bu ¢iftte bulunan 2N tane
C1,Coy- -, CN, k1, ko, - . ., kb keyfl sabitlerinden sadece N tanesi bagimsiz
olabilir, geri kalan N tanesinin, bunlarin fonksiyonu olmalari gerekir.
Bunlardan hangilerinin bagimsiz oldugunu, geri kalanlarin bunlarin
fonksiyonu olarak nasil yazilacagini anlamak icin, (7.48) ile verilen
z ve (7.50) ile verilen y (7.45) sisteminde yerlerine konur. (7.48)-
(7.50) ¢iftinin, (7.45) sisteminin genel ¢oziimi olmasi i¢in ¢y, ¢o, . . ., Cn,
k1, ko, ..., ky sabitlerinin saglayacagi sartlar buradan elde edilir.

Yukaridaki igleri bir 6rnekle gosterelim.

Ornek 7.14. - ”

dz d _ (751)
Operator gosterimi ile bunu
(2D —3)x —2Dy =t (7.52)

2D+ 3)z+ (2D +8)y=2
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olarak yazabiliriz. (7.52)’nin birinci denklemine 2D + 8, ikinci denk-
lemine de 2D operatoriinii uygularsak,

(2D +8)(2D — 3)z — 2(2D + 8) Dy = (2D + 8)t
2D(2D + 3)z + 2D (2D + 8)y = (2D)?2

elde ederiz. Bu iki denklemi taraf tarafa toplayinca da
(2D +8)(2D —3)+2D(2D + 3)|z = (2D +8)t + (2D)2

veya
(8D* +16D — 24)2 =2+ 8t +0

ve son olarak

1
(D*+2D - 3)z =1+ 1 (7.53)
elde edilir. (7.53) diferansiyel denkleminin genel ¢éziimii
1 11
Tr = Clet —+ CQQ_St - gt - % (754)

olur.
Simdi yeniden (7.52) sistemine geri doniip (7.52)’nin birinci denkle-
mine 2D + 3, ikinci denklemine de 2D — 3 operatoriinii uygularsak,

(2D +3)(2D —3)x —2(2D +3)Dy = (2D + 3)t
(2D —3)(2D + 3)z + (2D — 3)(2D + 8)y = (2D — 3)2

elde ederiz. Bu iki denklemin ikincisinden birincisini cikarirsak,
[(2D —3)(2D +8) + (2D + 3)2D]y = (2D — 3)2 — (2D + 3)t

veya
(8D* +16D —24)y =0—6 — 2 — 3¢

ve son olarak

3
(D? 42D — 3)z = —gt—1 (7.55)
elde edilir. (7.55) diferansiyel denkleminin genel ¢oziimii de
t 3, L 5
y=kie' +koe " + -t + — (7.56)

8 12
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olur. (7.54) ile verilen z ile, (7.56) ile verilen y, ¢y, co, k1, ko sabitlerinin
uygun bir se¢imi i¢in (7.51) sistemini saglayacaklardir. (7.51)'de x ve
y'nin operator katsayilarindan olusan

2D -3 =2D

_ 2 _
2D+3 2D +8 =8D"+ 16D —24

olur. Bu operatdriin mertebesi iki oldugundan, (7.54)- (7.56) ¢iftinin
(7.51) sistemini saglamasi i¢in, bu ¢iftte bulunan ¢y, ¢o, k1, ko keyfi sabit-
lerinden sadece iki tanesi bagimsiz olabilir. Bunlardan hangilerinin
bagimsiz oldugunu, geri kalanlarin bunlarin fonksiyonu olarak nasil
vazilacagini anlamak igin, (7.54) ile verilen x ve (7.56) ile verilen y,
(7.51) sisteminin birinci denkleminde yerlerine konursa,

2 1
(2616t - 6626_3t - 3) - <2k16t - 6]€2€_3t + 4>

11
— [ 3cie’ +3 ‘3t—t——)=t
( c1€ Col 12

veya
(—c1 — 2k1)el + (=9¢y + 6ky)e™™ =0

elde edilir. Boylece (7.54)-(7.56) ¢iftinin (7.51) sistemini saglamas i¢in,

61—2]{31:0

—962 + 6]€2 =0 (757)

olmaldir. z ile y, (7.51) sisteminin ikinci denkleminde konursa, buna
denk sartlar elde edilir. Béylece (7.54)- (7.56) ciftinin (7.51) sistemini
saglamasi i¢in, (7.57) sartlar1 yerine gelmelidir. Buradaki dort sabitten
herhangi ikisi bagimsiz olarak secilebilir. ¢;, ¢’yi bagimsiz secersek,

3

kl = —501 ve kg = 502

bulunur. Bunlar (7.56)’da yerlerine yazilirsa, sonugcta elde edilen (7.54)-
(7.56) cifti (7.51) sisteminin bir genel ¢6ziimii olur. Yani (7.51) siste-
minin bir genel ¢oziimi ¢;, c¢o keyfi sabitler olmak iizere
1 11
T = clet + 026_3t — =t —

37 36
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1 0y 3 g N 1t N 5
= —=c€ —Co€ — —
y= 3 2 3" T 12

olacaktir. (7.57)'de ki ko’yi bagimsiz se¢seydik, (7.51) sisteminin bir

genel ¢coziimi

1 11

2
T = —2kel + §k2€_3t — —t— —

1
Yy = klet + ]{326_3t + =t + —=

olacakti.

ALISTIRMALAR

1 &9y gy =

de | dy _ , _ 4t
i Tar " Y=e¢e

30042 L dy g 3y — et
dr 4 ay — 3t
+ g Tr=e€

d _ 3t
7. g‘f—l—d—éy—x—Gy—e
S T2 —2r—06y=

9. z—f+z—%+2y:sint

de | ay _ .,
i T~ r—y=0

1. 24+ @y g g5y =4t
Z—f+%+2x+2y:2

13, &4 &gty =124 4
oy &by 93 4+ 2y = 2t — 2t

15. 271—‘;’+4Z—?j+x—y:3et

3 36
)

8 12

de | d _
2. d—f—i-g—"i—x——%
%+E%—3x—y:t2

4. %—i—gﬁ—w—Zy:Qet
@ 3y — 4y =e*

6. Zd—f—l—g—?z—I&x—y:t
S —dr—y=¢

dr | d _
8. S+ —x—3y=23t

dx d _
E+2d—%—2$—3y—1

10. % — B 9y 4 4y =1

de | dy _ . .
o T r—y=1

12, L4 B gy 5y =14
o 4 9y +4y=2t+1

14, &4 8 ppy=¢—1
o by =42

16. 2% + W _ gy y= 21
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o 4 B4 9z +2y=¢!

17. 2824 &5y =
d$+dy+2:v—y—t

19. fl—ft%—x%—y:l
Grd—rry=1

21. d—’”—d—y—tJrl

dt
d
d—f+ —3rx+y=2t—-1

Wt drroy=t
d _ 2t

18. d‘f—l— =
”é‘f—l—f—x—y:()

de _ dy _
20. pr 7 =e!

dx — t
E+E—4x—y—26

22, d24 4 _
flif+dy+4x—y:et

D = E olarak diiginmek suretiyle agagidaki denklem sistemlerinin

tam coziimlerini bulunuz.

(D+5)z+ (D+4)y=e"
(D+2)z+(D+1)y =

(D+5)z+ (D+3)y=e"

1.

4.

5 (D+5)z+ (D +3)y
' )y =

(D+2)z+ (D+1

(D—-1)x+ (D —-2)y
(D = 5)z+ (2D — 71y

(2D +5)x — (2D + B)y

0 D2+ (D+2)y=

(D+1)z—y=0

3.
2D+ Lz +(D+1)y =

. (D-1)z+(D+9)y =

' (D—2)x+(2D+9)y:

. (2D +3)x + (D +4)y = —cost
C (D+1)z+ (D+2)y=2sint

3 (2D*+ 1)z + (D+2)y=5

" (D*P—16)z+ (D —4)yy =4

9 (D*+ 1)z + (D?*+3)y=0

" BD4+1)z+(2D+6)y=0

10 (9D? +8)z + (3D* +4)y =0
" (2D%* + 1)z + (D? 4 2)y = 120 cos 3t

(D—1)z—y=0
11. 224+ (D -1)y—2=0

—2y+(D—-1)z=0

12 24+ (D+2y+z=¢"!
5 +y+ (D —2)z =be™*
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(D+1)z+ (D+5)y+ (2D +5)z = 15¢*
13. 2D+ 1Dz + (D+2)y+ (3D + 1)z = 10¢*
(D+3)x+(BD+4)y+ (4D +6)z = 21¢

(D+1)z+ (D+3)y + (2D + 3)z = 15¢
4. 2D+1)z+(D+2y+BD+1)z=0
(D+3)z+(BD+4)y+(AD+6)z2=0

(D+lz+D+1)y+(2D+3)z=0
15. 2D+ 1)z +(D+2)y+ (3D +5)z=0
(D+3)z+BD+1)y+ (4D +5)z=0

2D*—D-1)z+(D—-1)y=0
(D*-1)z+(D—-1)y=0

(3D*+3D+2)x+ (D*+2D +3)y =0

(2D?* - D -2z + (D*+D+1)y=38

16.
17.

Asgagidaki denklem sistemlerinin verilen kosullari saglayan ¢oziimle-
rini bulunuz.
@D+ 1Dz +(D+2)y=0 (a)zo=0,y0="7
(D-1)z+(D+3)y=5 (b)xg =0,50=7
(2D?* 43D —9)z+ (D*+ 7D — 14)y =4
(D+1)z+(D+2)y=0

(G)l’o = _27y0 = an(l) =—6
(b)xo - 3;90 - —3,1'6 =Y

18.

19.

Tz = cre’ + coe? T = cre”t + el + cze?
t 2 21. —t t 2
Yy = cre’ + 3cse Yy =cre” " — coet + 2cze
fonksiyon ciftlerini tam ¢oziim kabul eden bir diferansiyel denklem sis-
temi yaziniz.

20.

22. (x1,11) ve (z2,ye) fonksiyonlart

PH(D)ZL' + P12(D)y =0
P21 (D)ZL‘ + PQQ(.D)y =0

sisteminin iki ¢6zimi ise, (c1x1 + coa, C1y1 + C2y2) fonksiyonlarinin
da c¢; ve ¢y sabitlerinin biitiin degerleri icin bu sistemin bir ¢oziimi
olacagini gosteriniz.
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23. 17. problemde iki denklemin, toplandiklarinda %’yi  ve onun
cesitli tiirevleri cinsinden ifade eden bir ifade verecek operasyonel car-
panlarini bulunuz. Bu, 19. problemdeki denklem sistemi i¢in yapilabilir
mi? Bunun genel olarak yapilabilecegini diigiiniiyor musunuz?

28.
pi((D)x + p1a(D)y = fi(t)
P21 ((D)x + pe(D)y = fo(t)

sisteminin operasyonel katsayilarinin determinanti 6zdes olarak sifir
degilse, bu sistem tamamen bir cebirsel denklem sistemi olarak alin-
diginda Cramer yontemi ile elde edilecek egitlikler olan:

pi2(D)  fi(?) ‘
p2e(D)  fo(?)

p11(D) plZ(D)‘x—
p21(D) p22(D)

ve

p11(D) p12(D)‘ p11(D) fl(t)
p21(D) p22(D) p21(D) fz(t)

egitliklerinin elde edilebilecegini gosteriniz.

29. (a) 28. problemde determinantlarla yazilmig olan ve biri yalniz
x, digeri de yalniz y bulunduran iki diferansiyel denklemin karakteristik
denklemleri ayni midir?

(b) (a)’da adi gecen denklemler ¢oziildiiklerinde tiimleyen fonksi-
yonlar1 yazimda kullanilan keyfi sabitler disinda ayni madirlar?

(c) (b) sikkinda adi gegen keyfi sabitlerin sayisi, ilgili teoremdeki
say1iya nasil indirilebilir?

(d) 28. problemde anlatilan Cramer kurali n > 3 olan sistemler i¢in
de gecerli midir?

30.
(2D? — D — 1)z + (2D*+4D —6)y =0
(D*+2D —3)z+ (D*+7D—8)y =0

sistemi Cramer yonteminden elde edilen diferansiyel denklemler yar-
dimiyla ¢oziiliirse, keyfi sabitlerin sayisini icabeden diizeye indirmek
icin, elde edilen z ve y'nin ilk verilen denklemlerde yerlerine koyulmasi
gerektigini gosteriniz.
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31. (D-a),

pu(D)z + p12(D)y =0

po1(D)z + pa(D)y =0
sistemindeki operasyonel katsayilarin hepsinin basit carpani ise ve bun-
lardan olugan determinant da D — a’y1 sadece iki katli bir carpan
olarak kabul ederse, x ve ¥y icin Cramer yontemi ile elde edilen dife-
ransiyel denklemlerin ikisinin de karakteristik denklemlerinde katli kok
bulundugu halde z ve y’nin ikisinde de te* teriminin bulunmayacagini
gosteriniz. Yol Gésterme: 1ki operasyonel katsayiyr da D — a paran-
tezine al, (D — a)z = u, (D — a)y = v koy ve u ile v’nin ikisinde de ¢*
gibi bir terimin bulunmayacagini goster.

32. Bir diferansiyel denklem sisteminin denklemlerinin biri tizerine
bagtan baga bir diferansiyel operator uygulayarak sonucu bir bagka
denkleme toplamakla, onceki sisteme denk bir sistem elde edilecegini
kanitlayiniz.

33. (a) Lij = aij(t)DQ + b”(t)D + Cij(t) 1 < Z,] < 2
ile tamimli operatérlerin hepsinin a;;(t), b;;(t), ¢;;(t) katsayilar: bir T
araliginda siirekli olsunlar. fi(t), fo(¢) fonksiyonlar: da aym aralikta
siirekli olsunlar. I iizerinde her yerde

au(t)agg (t) — a12(t)a21 (t) §£ 0
ise,
Ly1xy + Lioxo = fi(t)
Loyx1 + Logxs = fo(t)
lineer diferansiyel sisteminin 7 iizerinde normal bir birinci basamak
sisteme indirgenecegini gosteriniz.

(b) (a) kismindaki tammlari, varsayimlari ve sonuclari {i¢ bilin-
meyenli ii¢ diferansiyel denklemli ;21 + Lipxs + Ligzs = fi(t) 1<
1 < 3 sistemi i¢in genigletiniz.

(c) n(> 3) bilinmeyenli ve n denklemli

> Lz = fi(t), 1<i<n
j=1

diferansiyel denklem sistemi icin de benzer genigletmelerin yapilabile-
cegini gosteriniz.
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7.4 Uygulamalar
A. Mekanige Uygulamalar

Lineer diferansiyel denklem sistemleri mekanikteki bircok problemin
matematiksel formiilasyonu sirasinda karsimiza cikarlar. Asagida bun-
lardan birini ele alacagiz. Lineer diferansiyel denklem sistemlerine yol
acan diger mekanik problemlerini bu kismin sonundaki aligtirma prob-
lemleri arasinda bulacaksiniz.

Ornek 7.16.  Diiz bir masa iistii gibi duran BC' yatay diizleminde
Ay cismi, dogal uzunlugu L, olan kiitlesiz S; yay1 ile bir P sabit nok-
tasina iligtirilmistir. Basgka bir A cismi de, dogal uzunlugu L, olan
kiitlesiz Sy yay1 ile bir A; cismine, P noktasi ile A; ve Ay cisimlerinin
kiitle merkezi ayni dogru iizerinde olacak sekilde baglanmigtir (Sekil
7.1).

Sonra A; cismi, O; denge konumunun sagina veya soluna dogru a;
kadar yer degistiriyor, Ay de O denge konumunun sagina veya soluna
dogru ay kadar yer degistiriyor, ve £ = 0 aninda iki cisim de serbest
birakiliyor (Sekil 7.2). Cisimlerin herhangi bir £ > 0 amindaki yerleri ne
olacaktir?

Formiilasyon. BC diizleminin sturtiinme kuvvetlerinin ihmal
edilmesine imkan verecek derecede diizgiin oldugunu kabul ediyoruz.
Ayrica sisteme hicbir dig kuvvetin tesir etmedigini de varsayiyoruz. A,
cisminin kiitlesi m;, Ao cisminin kiitlesi mo, S; yayinin yay sabiti &, ve
So yayiin yay sabiti de ko olsun.

x1, Ay cisminin O; denge konumundan ¢ > 0 anindaki uzakligini,
benzer sekilde z9 de Ay cisminin Oy denge konumundan ¢ > 0 anindaki

uzakligini gostersin. A, cismi Oy denge konumunun saginda iken xo > 0
kabul edelim (Sekil 7.3).
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Sekil 7.1-2-3

Ay cismine ¢ > 0 aninda tesir eden kuvvetleri hesaplayalim. Bu
cisme biri S7 yayinin uyguladigt Fy, digeri de Sy yayinin uyguladigt Fy
kuvveti olmak tzere iki kuvvet tesir eder. 5.1 kisminda gordiigimiz
Hook yasasina gore Fy kuvvetinin biiytikligi kq|z1| olacaktir. Bu kuv-
vet, A; cismi O; denge konumunun saginda oldugunda sola dogru,
solunda oldugunda da saga dogru tesir ettiginden, F; = —kjx; alin-
malidir. Yine Hook yasasina gore F; kuvvetinin buyiikligi £s.s ola-
caktir. Burada s, Sy yayimin £ > 0 amindaki uzanmmmidir. s = |xe — 24|
oldugundan F; kuvvetinin biiyiikliigi ko|zo — 21| olur. Bu kuvvet,
T9 — 21 < 0 oldugunda sola dogru, zo — 1 > 0 oldugunda da saga
dogru etkidiginden, Fy = ko(zy — 1) almmahdir. Simdi 3.2 kisminda
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tanidiginiz Newton’in ikinci hareket yasasini uygularsak

dsz'l
HR e

= —]{311'1 —+ ]{32(5172 — ZL‘l) (758)

diferansiyel denklemini elde ederiz.

Simdi Ay cismine doniip, ona # > 0 aninda tesir eden kuvvetleri
gozoniine alalim. Bu kuvvetlerden biri S yayi tarafindan uygulanan
F3 kuvvetidir. Hook yasasini bir kere daha uygulayarak, bu kuvvetin
biiyiikliginiin de ke.s = ko|zs — 21| oldugunu goriiriiz. Bu kuvvet,
9 — 11 > 0 oldugunda sola dogru, x5 —z; < 0 oldugunda da saga dogru
etkidiginden, F3 = —ko(xe — x1) alinmahdir. A, cismine Newton’in
ikinci hareket yasasini uygularsak

d*x
mo dt22 == —]CQ(ZL'Q — ZL‘l) (759)

diferansiyel denklemini elde ederiz.
Problemin ifadesinden (7.58) ve (7.59) denklemlerine ilave olarak

71(0) =ay, 27(0)=0, 22(0)=ay, 25=0 (7.60)

basglangic sartlarimiz oldugunu anlariz. Boylece problemin formiilasyo-
nu, (7.58) ve (7.59) diferansiyel denklemleriyle (7.60) baglangi¢ sartla-
rindan olugur. Diferansiyel denklemleri

5 7.61
ke = (i, — ) (761)

{ml d;tﬁl = —/{313}1 + kQ(ZL‘Q - :L‘l)

seklinde yazarsak, bunlarin sabit katsayili, homojen bir diferansiyel
denklem sistemi olusturduklarini gortriiz.

Bir Ozel Halin Qéziimii.  (7.61) sistemi ile (7.60) sartlarindan
olugan genel problemi ¢ozmek yerine, hesabi basitlegtiren bir 6zel hal
ele alacagiz. A; ve A, cisimlerinin kiitleleri m; = my = 1 olsun. Ayrica
St ve Sy'nin yay sabitleri sirasiyla £y = 3 ve ks = 2 olsun. Yine a; = —1
ve ap=2 alalim. O zaman (7.61) sistemi

dt?

@22 2y + 219 =0

d’zy — 27 =
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ve (7.60) baglangic sartlart da su hali alir:
21(0) = —1, 2,(0)=0, 22(0) =2, 2, =0 (7.63)

(7.62) sistemini operatdr gosterimi ile yazarsak

{ (D? +5)x; — 225 =0 (7.64)

—21'1 + (D2 + 2)1‘2 =0

elde ederiz. (7.64)iin birinci denklemine (D?+ 2) operatoriinii uygular,
ikinci denklemini 2 ile carpar ve sonuclari toplarsak,

[(D* +2)(D*+45) — 4]z, =0 veya (D*+7D*4+6)z, =0 (7.65)

buluruz. (7.65)'teki dérdiincii basamak diferansiyel denkleme karsihk
karakteristik denklem

m*+7Tm?+6=0 veya (m*+6)(m*+1)=0
oldugundan, (7.65) diferansiyel denkleminin genel ¢oziimi goyledir:
T1 = ¢;Sint + ¢y cost + ca8in V6t + ¢4 cos V6t (7.66)

Simdi (7.64)’teki denklemlerden birincisini 2 ile ¢arpalim, ikincisine
de (D? + 5) operatoriinii uygulayalm. Sonra elde edilen denklemleri
toplarsak s icin

(D*+7D*+6)z2, =0 (7.67)

elde ederiz. (7.67)’nin genel ¢éziimiiniin
Ty = Ky sint + kg cost + ks sin V6t + ky cos V6t (7.68)
olacagi bellidir. (7.64) sisteminin operatér katsayilarmin determinant:

D? +5 -2

5 prao =D'+7D*+6 (7.64)

olmaktadir. Bu, dordiincii basamaktan bir operatordiir. Onun igin,
(7.62)'nin genel ¢éziimiinde dort tane bagumsiz sabit bulunmaldir.
(7.66)-(7.68) ciftinin, (7.62) sisteminin bir genel ¢oziimii olmasi igin
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¢1, Co, C3, Cy, k1, ko, ks, k4 arasinda bulunmasi gereken iligkileri bul-
mak amaciyla, (7.66) ile verilen z; ile, (7.68) ile verilen xo, (7.62) sis-
teminin denklemlerinde yerlerine yazilir. O zaman

1 1
kl = 2617 k2 = 2027 k3 = _5037 k4 = _564

buluruz. Boylece (7.62) sisteminin genel ¢oziimii

{x1 :clsint+czcost+03sin\/ét+c4cosx/ét (7.69)

Tg = 2c18int + 2co cost — %Cg sin /6t — %04 cos V6t

olur. Simdi (7.63)’deki baslangi¢ sartlarini uygulayahm. # = 0’da

z1 = —1, dzi/dt = 0 sartlarim (7.69)’daki denklemlerden birincisine
uygularsak,
—1l=cy+cy
{O LaTe (7.70)

buluruz. ¢ = 0’da x5 = 2, dzo/dt = 0 sartlarnni (7.69)’daki denklem-
lerden ikincisine uygularsak,

2= Co — lC4
{ ® /8 (7.71)

0 :261 — 7663

elde ederiz. (7.70), (7.71) denklemlerinden
c =0, 0225, c3 = 0, 04:—5

elde edilir. Boylece (7.62) sistemi ile (7.63) sartlarindan olusan prob-
lemin 6zel ¢oztimii

T = %cost— %COS\/Et
Ty = Scost+ %COS\/gt

olarak bulunur.

B. Elektrik Devrelerine Uygulamalar

5.6. kisunda diferansiyel denklemlerin bir tek kapali yoldan ibaret
elektrik deverelerine uygulamalarint gordilk. Bir elektrik devresinde
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bdyle kalt yollara lup denir. Simdi birden fazla lup bulunduran elektrik
devrelerini ele alacagiz. Mesela Sekil 7.4’e bakiniz.

Bu elektrik devresinde ABMNA, BJKMB ve ABJKMN A gibi
{i¢ tane lup bulunuyor. Iki ya da daha fazla lupun birlestigi B ve M gibi
noktalara, digim noktalar: ya da dallanma noktalar denir. Elektrigin
akis yonii oklarla keyfi olarak belirtilmistir. Birden fazla luplu elektrik
devreleri ile ilgili problemleri ¢ozmek icin, devre teorisinin iki onemli
yasasina ihtiyac duyariz. Birisi 5.6. kisimda daha 6nce uygulanmis olan
Kirchoff voltaj vasasidir. Kullanacagimiz ikinci yasa ise sudur:

Kirchoff Akim Kanunu. Bir elektrik devresinde bir digim
noktasina gelen akimlarin toplami, bu digiimii terkeden akimlarin top-
lamina egittir.

Bu kanunun uygulanigina bir 6rnek olarak, Sekil 7.4 ile ilgili olan
agagidaki problemi ¢ozelim.

Ornek 7.17. E, 30 V’luk bir elektromotor kuvvet, R; 10 Q’luk,
Ry 20 Q’luk birer direnc, L; 0.02 A’lik, L, 0.04 A’lik birer bobin ve
baglangic akimlari sifir olduguna gore Sekil 7.4’deki elektrik devresinin
akimlarini hesaplayiniz.

Sekil 7.4

Formiilasyon. MNAB dalindan akan akimi ¢, BM dalinin
akimini 41 ve BJK M deki akimi 45 ile gosterelim.
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ABMNA, BJKMB, ABJKMN A luplarinin her birine 5.6. kisimda
gordiigimiz Kirchoft Voltaj Kanunu'nu uygulayalim.

ABM N A lupunda voltaj dismeleri sdyle olur:
(1) Ry direnci iizerinde: 10:.
(2) Ly bobini iizerinde: 0.0241.
Voltaj kanununu ABM N A lupuna uygulayarak
di

L 4 10i =30 (7.72)

.02
0.0 7

denklemini elde ederiz.

BJK M B lupunda voltaj diismeleri soyle olur:

(1) R, direnci iizerinde: 20i.

(2) L, bobini iizerinde: 0.04%2

(3) Ly bobini iizerinde: —0.02%L.
(3)’deki voltaj diigmesindeki eksi igaretinin sebebi, BJKM B lupunu
dolanirken yoniimiiziin, 4; akiminin yontine ters olmasidir. BJKMB
lupuna tesir eden hi¢ bir elektromotor kuvveti olmadigindan, voltaj
kanununu uygulayarak

—O.OQCZ; + 0.0465];2 + 2015 =0 (7.73)

denklemini elde ederiz.

ABJKMN A lupu icin voltaj diigmeleri de soyle olur:
(1) Ry direnci iizerinde: 10:.
(2) R, direnci iizerinde: 20i,.
(3) Ly bobini iizerinde: 0.04%2.
Voltaj kanununu bu lupa uygulayarak

y
10 + 0.04% + 20is = 30 (7.74)

denklemini elde ederiz.

(7.72), (7.73) ve (7.74) denklemlerinin bagimsiz olmadiklarina dik-
kat edelim. Mesela (7.74)’ten (7.72)’yi qikararak (7.73) i elde edebiliriz.
O halde sadece (7.72) ve (7.74) denklemleriyle yetinebiliriz.
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Simdi de B diigiim noktasina Akim Kanunu’'nu uygulayalim. Bu-
radan hemen

elde edebiliriz. Buna gore, (7.72) ve (7.74)’te i’yi i1 +19 ile degistirirsek,

{0.04 i 1 10iy + 104 = 30 (7.76)

104; + 0.04%2 + 304, = 30

lineer sistemini elde ederiz. Akimlar baglangicta sifir oldugundan, bag-

langic sartlarimiz
i1(0) =0 ve 13(0)=0 (7.77)

olur.

Coziim.  Operator gosterimi kullanarak (7.76) sistemini yeniden

{ (0.04D + 10)4; + 10i5 = 30

104; 4 (0.04D + 30)iy = 30 (7.78)

seklinde yazarz.
Birinci denkleme (0.04D + 30) operatdriinii uygular ve ikinci denk-
lemi 10 ile carpar, sonuclar: birbirinden ¢ikarirsak,

[(0.04D + 30)(0.02D + 10) — 100]é; = (0.04D + 30)30 — 300

veya
(0.0008D* + D + 200)i; = 600

veya son olarak
(D?* 4+ 1250D + 250, 000)i; = 750, 000 (7.79)

elde edilir.
Simdi (7.79) denkleminden 4;’i ¢6zecegiz. Bu denkleme ait yardimei
denklem

m? + 1250m + 250,000) =0 veya (m + 250)(m + 1000) = 0

olur. Béylece (7.79) denkleminin tiimleyen fonksiyonunun

il — 616—250t 4 626—100025

c
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ve bir 6zel integralin de i;, = 3 oldugu bellidir. O halde (7.79) denk-

leminin genel ¢ozimu
i1 = cre” 2% 4 e 10000 1 3 (7.80)

olur.

Simdi (7.78) sistemine déniip, birinci denklemi 10 ile ¢arpar, ikinci
denkleme (0.02D + 10) operatoriini uygular ve birinci denklemden i-
kinci denklemi cikarirsak, sadelestirmelerden sonra s igin

(D? 4+ 1250D + 250,000)iy = 0
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin genel ¢éziimiintin
iQ = ]{316_250t —+ ]{326_1000t (781)

oldugu bellidir.

(7.78) sisteminin operatdr katsayilar determinant: ikinci basamak-
tan bir operatdr oldugundan, (7.76) sisteminin genel ¢6ziimiinde iki
tane bagimsiz sabit bulunmalidir.

(7.80)-(7.81) ciftinin, (7.76) sisteminin bir genel ¢6ziimi olmasr i¢in
c1, Ca, ki, ko arasinda bulunmasi gereken iligkileri bulmak amaciyla,
(7.80) ile verilen 4,1 ve (7.81)le verilen iy'yi (7.76) sisteminin denklem-
lerinde yerlerine koyarsak,

1
kl == —561, kg ) (782)

buluruz. Boylece (7.76) sisteminin genel ¢oziimii

{2‘1 — 016—2501,L + 626—10002& +3

: _ _ 7.83
iy = —Lepem 20t 4 gy 1000t (7.83)

ile verilir.
Simdi (7.77)’deki baglangi¢ sartlarini uygularsak,

01+CQ—|—3:O
{—5014‘02:0



7.4. UYGULAMALAR 431

buluruz. Bu denklemlerden ¢; = =2, ¢ = —1 elde edilir ki (7.76)
sisteminin (7.77) sartlarini saglayan ¢6zimi

{2‘1 — —26_250t _ e—lOOOt +3

—250t __ ,—1000¢

in==¢€ e

olarak elde edilir. Son olarak (7.75) bagntisini kullanirsak,

j— — 250t _ 9,—1000t | 3

buluruz. Buradan 4, akiminin cabucak sifir olup, i = 47 + iy akiminin 3
degerine yaklasacagini anlariz.

ALISTIRMALAR

1. Ornek 7.16’daki problemi, A; cisminin kiitlesinin m; = 2,
Ao cisminin kiitlesinin ms = 1, Sy yaymmin yay sabitinin &1 = 4, Sy
yayimin yay sabitinin ky = 2, ve baglangig sartlarinin 2, (0) = 1, 27(0) =
5, 22(0) =5, 24,(0) = 0 olmasi halinde ¢6ziiniiz.

2. Kiitlesi m olan bir mermi, yatayla 6 acist yapan bir namludan
vp ilk hiziyla havaya atesleniyor. Yer cekimi ve hava direnci disindaki
biitiin kuvvetleri ihmal ediniz ve hava direncinin m/sn cinsinden hizin
sayisal olarak £ kati oldugunu varsayiniz.

(a) Koordinat baglangicini silahin bulundugu noktada, = eksenini
yatay, y eksenini de diigey alarak, bu merminin hareketini temsil eden
diferansiyel denklem sisteminin

m% + kL =0
d? d _
mazd + k% +mg=0
olacagini gosteriniz.

(b) (a) kismindaki diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimiinii bu-

lunuz.

3. E, 100 V’luk bir elektromotor kuvvet, R; 20 2’luk, Rs 40
’luk birer direng, L 0.01 h’lik, Ly 0.02 A’lik birer bobin ve baglangic
akimlar sifir olduguna gore Sekil 7.5’deki elektrik devresindeki akimlar:
hesaplayiniz.
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Sekil 7.5

4. Sekil 7.6’daki elektrik devrelerindeki akimlar icin diferansiyel
denklemler yvazimiz. Denklemleri ¢cozmeyiniz.

(a) Sekil 7.6(a)’daki devre icin F, 15 V’luk bir elektromotor kuvvet,
R 20 ’luk bir direnc, L 0.02 A’lik bir bobin ve C' de 10~ faradlik bir
kondansatordiir.

(b) Sekil 7.6(b)’deki devre i¢in E, 100sin 130t V’luk bir elektro-
motor kuvvet, Ry 20 Pluk, Ry 30 F’luk birer direnc, ve L 0.05 A’lik
bir bobindir.

(c) Sekil 7.6(c)’deki devre i¢in E, 100 V’luk bir elektromotor kuv-
vet, Ry 20 Q'luk, R, 10 luk birer direnc, C;, 10~* faradlik ve Cs de
2.10~* faradlik birer kondansatordiir.
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Sekil 7.6

EK ALISTIRMALAR

1. Iki tankin herbirinde V' litre siv1 vardir. Birinci tanktaki sivi bag-
langicta litre bagina s; gram, ikinci tanktaki sivi da litre bagina sy gram
tuz bulunduruyor. Birinci tanka litre bagina s gram tuz bulunduran
tuzlu su dakikada a litre hizla geliyor, iyice karigtirildiktan sonra ayni
hizla ikinei tanka geciyor. Ikinci tanktaki sivi da iyice kargtirildiktan
sonra ayni hizla digart akmaktadir. Her iki tanktaki tuz miktarini za-
manin bir fonksiyonu olarak bulunuz. Hangi sartlar altinda ikinci tank-
taki tuz miktari yerel ekstremumdan gecer?

2 . Tki depo birbirine baglanmistir. Birinci depo 100 litre saf
su, ikincisi de litresinde 2 gram tuz iceren 100 litre tuzlu su bulun-
duruyor. Sivi depolar arasinda 5 litre/dakika hizla dolagiyor ve her an
iyice karigtiriliyor. Her iki depodaki tuz miktarini zamanin fonksiyonu
olarak bulunuz.

3. UQ depo birbirine baglanmistir. Birinci depo 100 litre saf su,
ikincisi litresinde 1 gram tuz iceren, uclinciisii de litresinde 2 gram
tuz iceren 100’er litre tuzlu su bulunduruyor. Sivi, depolar arasinda 5
litre/dakika hizla dolagiyor ve her an iyice kargtirihyor. Her ii¢ depo-
daki tuz miktarimi zamanin fonksiyonu olarak bulunuz.

4 . (a) Sicak su radyatoriiniin basitlestirilmis matematik mode-
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li olarak ozgil 1s1s1 ¢ olan ve p; litre sivi bulunduran bir depo ile
ayni sividan p, litre bulunduran ikinci bir depo ele aliniyor. Bu de-
polar arasinda sivi, hacimleri ihmal edilebilecek borularla dakikada ¢
litre hizla dolandiriliyor. Birinci depo T} sicakhigindaki havaya Newton
soguma yasasina gore ki oranti katsayisi ile 1s1 kaybediyor. Ikinci depo
da T5 sicakhgindaki havaya ayni yasaya gore ko katsayisi ile 1s1 kaybe-
diyor. Baglangicta iki depodaki sivi da Tj derecedir. Bir 1s1 kaynagi bir-
inci depoya dakikada £ kalori 1s1 sagladigini ve her tank i¢cinde sicakligin
diizgiin dagildigint kabul ederek her tanktaki sivi sicakligini zamanin
fonksiyonu olarak verecek olan diferansiyel deenklem sistemini kurunuz.
(b) (a) sikkinda elde ettiginiz diferansiyel denklemi

c=1, pr =900 litre, p, = 100 litre, k1 = 3, ko = 50, ¢ = 15 litre/dk,

Ty =10°, T) = 25°, Ty = 20°, ve h =100

degerleri icin coziiniiz.
(c) (a) sikkinda elde ettiginiz diferansiyel denklemi

c=1, py = py =200 litre, k1 =2, ko =50, g =10 litre/dakika,

TO = 150, T = 300, T = 200, ve h =150

degerleri i¢in ¢oziiniiz.

OKUNMASI TAVSIYE EDILEN KITAPLAR
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Ford (17) Martin ve Reissner (38)
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Bellman (4) Ince (26)
Coddington ve Levinston (13) Hurewitz (25)



Bolum 8

Laplace Donusumu

Bu boéliimde baglangic deger problemlerinin ¢oziimiinde bilhassa fay-
dali olacak bir kavram tamitacagiz. Bu kavram, # gercel degigkenine
bagli uygun bir F'(t) fonksiyonunu, s gercel degiskeninin bagka bir f
fonksiyonuna donitistiiren ve Laplace donisimi denilen kavramdir. Bu
dontisiim, ¢’nin ”bilinmeyen” bir fonksiyonu cinsinden yazilmis bir di-
feransiyel denkleme iligkin basalangic deger problemine uygulandiginda
onu, s degigkeni bulunduran bir cebirsel probleme dontstiiriir. Ancak
8.1 kesiminde 6nce Laplace doniigimiiniin kendisini tanigtiracagiz ve en
yararli ve temel ozelliklerinden bazilarini ¢ikaracagiz.

8.1 Laplace Doniisimuniin Ozellikleri

A. Tanim ve Varlik

TANIM. F, 1t gercel degiskeninin # > 0 i¢in tanimli bir fonksiyonu
olsun. s bir gercel degisken ve f de

Fls) = / e R (8 dt, (8.1)

0

integralinin mevcut oldugu biitiin s degerleri i¢in tamimli olsun. (8.1)
integrali ile tamimli f fonksiyonuna, F’nin Laplace dénisimi denir.
F’nin f Laplace doniisimiini £{F'}, f(s)'yi de L{F(t)} ile gbsteririz.

435
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(8.1) integralinin s’nin degerlerinin bir bolgesinde mevcut olacagin-
dan emin olmak i¢in, ele alinan F' fonksiyonu iizerine bazi kisitlamalar
koymaliyiz. Bu kisitlamalardan kisaca stz etmeden Once bazi basit
fonksiyonlarin Laplace doniisimlerini dogrudan hesaplayalim.

Ornek 8.1. Her t > 0 icin F(¢t) = 1 ile tammlanan F fonksiyonunu
ele alalim. Vs > 0 i¢in

o) R
£{1}:/ e—st.ldt = lim | e *.1dt =
0 R—00 Jo
) efst R ) 1 e—sR 1
lim = lim |- — ——
R—oo S 0 R—oo | 8 S S
oldugundan
1
L=, (s>0) (8.2)
buluruz.

Ornek 8.2. Her t > 0 icin F(t) = # ile tammlanan F' fonksiyonunu
ele alahm. Vs > 0 icin

o] R —st
L‘{t}:/ e—st.tdt = lim e *tidl = lim l—e (St—i—l)]
0

R—o00 Jg R—o00

cm [ pa ] 22
B R
oldugundan
1
L{t} = x (s >0) (8.3)
buluruz.

Ornek 8.3. Hert > 0icin F/(t) = e ile tammlanan F fonksiyonunu
ele alalim. Vs > 0 i¢in

R—oo Jg R—oo | @ — 8

o0 R pla—s) R
L{e} :/ e—st.e’dt = lim e~ *.e®dt = lim [ ]
0
0
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, le(H)R 1 ] 1 1
= llm — == — =
Ry | a— s a— s a—8 S—a
oldugundan
1
Lt} = > A4
tl=—— (>0 (8.4)
buluruz.

Ornek 8.4. Her t > 0 icin F(t) = sin bt ile tamimlanan F fonksiyo-
nunu ele alalim. Vs > 0 i¢in

o R
L{sinbt} = / e—st.sinbt dt = lim o5t sinbt di —
0 R—o00 Jo
est R
}%g%o [— T (ssin bt + bcos bt)] 0
. b G*SR ] b
= };grgo Lz T2 24 (SsmbR—l—bcosbR)] -5
oldugundan
. b
/:,{SIH bt} = m, (S > O) (8.5)
buluruz.

Ornek 8.5.  Her t > 0 icin F(t) = cos bt ile tammlanan F fonksi-
yonunu ele alalim. Vs > 0 icin

o0 R
L{cosbt} = / e—st.cosbt dt = lim e . cosbt dt =
0

R—o00 Jo
est R
i LQ e (—scosbt + bsin bt)} 0 =
R S est . s
Rl.glgo s2 1 b2 + 52 +b2(—SCOSbR+bSIHbR) -5
oldugundan
5
bt} = — .
Lleostt} = 0 (5>0) -

buluruz.
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Yukaridaki 6rneklerin hepsinde (8.1) integralinin bir s bdlgesinde
mevcut oldugunu dogrudan dogruya gordiik. Simdi bunun daima boyle
oldugu bir F' fonksiyonlart sinifi belirleyecegiz. Bu amag igin 6nce
fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini ele alalim.

TANIM. o < ¢t < b sonlu araligt sonlu sayida alt araliklara,
(i) F fonksiyonu bu araliklarin hepsinin i¢ tarafinda siirekli olacak,
(ii) # bu alt araliklarin i¢ taraflarindan ug noktalara yaklagirken F(t)
fonksiyonunun limiti mevcut olacak sekilde parcalanabilirse, F' fonksi-
yonu parcaly stureklydir denir.

F, a <t <baraliginda parcali siirekli ve g, a <ty < b yukaridaki
tamimda gecen alt araliklardan birinin i¢ noktast olsun. £, ty’a sol-
dan yaklagirken (yani ¢t'den daha kii¢iik degerlerle yaklagirken) F'(¢)’nin
sonlu limitine; ¢, ty’a soldan yaklasirken F(?)’nin soldan limiti denir ve

lim F(t) veya F(ty—)

=ty

ile gosterilir. Benzer sekilde ¢, ty’a sagdan yaklagirken (yani ¢t'den daha
biiyiik degerlerle yaklagirken) F'(¢)’nin sonlu limitine, ¢, to’a sagdan
vaklagirken F(t)’nin sagdan limiti denir ve

lim F'() veya F(to+)

t—t]

ile gosterilir. Boyle bir noktada F'(ty—) ve F(to+) nin ikisinin de sonlu
oldugunu, fakat genellikle esit olmayacaklarini tekrar belirtelim.

F(t) fonksiyonu a <t < b araliginda siirekli ise bu aralikta parcali
stirekli olacagina ve F(t) fonksiyonu a < # < b araliginda parcali
siirekli ise bu aralikta integre edilebilir olduguna igsaret edelim.

Ornek 8.6.
-1, O0<t<?2,

F(t):{l, t>2

ile tammlanan F fonksiyonunu ele alalim. Vb > 0 i¢in F'(¢) fonksiyonu
her 0 <+t < b araliginda parcali siireklidir. ¢+ = 2’de

lim F(t) = F(2—) = —1

t—2—



8.1. LAPLACE DONUSUMUNUN OZELLIKLERI 439

lim F(t) = F(2+) = +1

t—271

olur. F'nin grafigi Sekil 8.1’de gosterilmistir.

Sekil 8.1

TANIM. F(t)'nin tamumh oldugu her ¢ > ¢, i¢in
e ™ F(t)| <M (8.7)

olacak sekilde bir o ve bir M sayisi bulmak miimkiinse; F', e* distel
mertebesi ndendir denir.

Bagka bir deyisle bir « sayisi, ¢’nin yeterince biiyiik degerleri icin
e~ F(t)| siirh olacak sekilde bulunabiliyorsa F', e® {istel mertebesin-
dendir denir. (8.7)’den F(t)’nin tanmimli oldugu her # > ¢ i¢in

|F(1)] < Meot (8.8)

olur. Boylece F iistel mertebeden ve ¢ — oo i¢in F’nin F'(t) degerleri
sonsuz oluyorsa, bu degerler bir e*’nin bir M katindan daha cabuk
sonsuz olamazlar. F fonksiyonu e® iistel mertebesinden ise, herhangi
bir > « icin €% iistel mertebesinden olacagma dikkat cekelim.

Ornek 8.7.  Her smirh fonksiyon, o = 0 olmak iizere iistel mer-
tebedendir. Boylece mesela sinbt, cosbt gibi fonksiyonlar iistel mer-
tebedendirler.
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Ornek 8.8.  F(t) = e®sinbt fonksiyonu, o = a olmak iizere iistel
mertebedendir. Ciinki

e ™| F(t)| = e”“e"|sin bt| = | sin bt|
olur ki her ¢ i¢in sinirlidir.

Ornek 8.9. n > 0 icin F(t) = " fonksiyonunu ele alalim.
e—at|F(t)| — e—attn

olacagindan, Yo > 0 icin limy_,o e %" = 0 oldugundan M > 0 ve
to > 0 sabitleri her # > ¢; icin

e~ F(t)] < M

olacak sekilde bulunabilir. Béylece F(t) = ¢", a > 0 herhangi bir
pozitif say1 olmak tizere iistel mertebedendir.

Ornek 8.10.  F(t) = e fonksiyonunu iistel mertebeden degildir.
Ciinkii bu durumda e~ |F(t)| = e~ olacagmdan, Yo > 0 icin

) 2_
lim e’ =% = 400
t—o0o

olur.

Simdi (8.1) integralinin mevcut olmast igin F’nin {izerine konmast
yeterli olan gartlari verecek bir teorem bulacagiz. Istenen sonucu elde
etmek icin ispatsiz olarak yiiksek matematiginin asagidaki iki teoremine
ihtiyacimiz var.

TEOREM A. Has olmayan integraller i¢in kargilagtirma testi.
Hipotez. (i) g ve G, a <1t < oo lizerinde

0<g(t) <G()

olur,

(ii) [ G(t) dt mevcuttur,

(iii) g(t) fonksiyonu a < ¢t < oo araliginin her kapali alt araliginda
integre edilebilir.
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Hikim. [ ¢(t) dt mevcuttur.

TEOREM B.

Hipotez. (i) g gercel fonksiyonu, a < ¢ < oo 1giminin her kapal: alt
araliginda integre edilebilir olsun.
(ii) [>°|g(t)| dt mevcut olsun.

Hikim. [ ¢(t) dt mevcuttur.

Simdi Laplace dontisiimii icin bir varlik teoremi yazacagiz ve ispat
edecegiz.

TEOREM 8.1.

Hipotez. F asagidaki ozelliklere sahip bir fonksiyon olsun:

(i) F,a <t <b (b>0) gibi her sonlu kapali aralikta parcal
siireklidir.

(ii) F, iistel mertebedendir. Yani; a, M, ¢, > 0) sayilart her ¢ > ¢,
icin

e ™ F(t) < M

olacak sekilde bulunabilir.

Hiikim. ~

f(s) = [~ e tE (.

0
Laplace doniigimi mevcuttur.

fspat.

o] to o]
/ e () dt = / e tE)dt+ [ e F(t)dt

0 0 to

elde ederiz. (i) hipotezine gbre bu integrallerden birincisi mevcuttur.
(ii). hipotezden her ¢t > 1, i¢in

e ()| < e Me ™ = Me=(s—at

buluruz. Buradan s > « icin

R—o0 R— oo S —

o0 R M —(s—a)t R
/ Me=(=)gt — Jim / Me G=o)gr — Jim l—eil
0 0 to
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= lim [—

R—oo

M :| [6—(3—04)150 o e—(s—a)R:| — |:_ M :|e—($_a)t0

s — « s —a
bulunur. Béylece
o>
/ Me (=g
0

integralinin s > « i¢in mevcut oldugu anlagilir. Nihayet (i) hipotezin-
den e~ F(t)| fonksiyonu ¢ty < ¢ < oo araligmmn her sonlu kapali alt
araliginda integre edilebilir bir fonksiyondur. Bu yiizden

g(t) = e F(t)], G(t)= Me =1

olmak tizere Teorem A’y1 uygularsak s > « igin
x
/ e~ F(t)|dt
to
integrali mevcuttur. Bagka bir deyigle
x0
/ e P (1)) dt
to

integrali s > « icin mevcuttur. Boylece Teorem B’ye gore

/ ” e S (t)dt

to

integrali de s > « i¢in mevcuttur. Boylece F’nin Laplace dontsimi
5 > « icin mevcuttur.

Simdi bir an i¢in geriye doniip ispata bakalim. Aslinda F fonksiyonu
konulan hipotezleri saglayinca

x
/ = F (1) dt
to
integralinin s > « i¢in mevcut oldugunu ispat ettik. Ayrica (i) hipotezi
to
/ e~ F(t)|dt
0

integralinin mevcut oldugunu soyliiyordu. Boylece

/°° | F (1) dt

0
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integralinin s > « i¢in mevcut oldugunu ispat etmis olduk. Yani F
fonksiyonu Teorem 8.1°in hipotezlerini saglayinca, s > « icin sadece
L{F} degil, L{|F|} de mevcut olur. Bagka bir deyisle

/ ” e S (t)dt
0

integrali § > « icin mutlak yakinsaktir.

Teorem 8.1’in hipotezlerinin, F' fonksiyonunun £{F'} déniigiimiiniin
mevcut olmasi icin gerekli olmadigina igaret etmeden de ge¢cmeyelim.
Yani Teorem 8.1’'in hipotezlerini gerceklemedikleri halde, £{F'} do-
niiglimleri mevcut F fonksiyvonlari da vardir. Mesela (i) hipotezinin
agagidaki daha az kisitlayici sartla degistirildigini kabul edelim.

(i) F fonksiyonu a¢ > 0 olmak tizere her ¢ < ¢ < b kapali sonlu
araliginda parcali stirekli olsun. Ayrica 0 < n < 1 gibi bir n sayisi icin

3 n
i ()
sinirli kalsin.
O zaman (ii) sart1 da saglandiginda, £{F} doniigimiiniin mevcut ol-
dugu ispat edilebilir. Boylece mesela

F(t)=t"35, t>0
fonksiyonu i¢in £{F'} déniisiimi meveut olur. Halbuki

lim F(t) = o0

t—0+
oldugundan F fonksiyonu (i) sartini saglamamaktadir. Fakat F, n =
2/3 i¢in yukaridaki daha az kisitlayici (i)’ sartini saglamaktadir ve iistel
mertebedendir.
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B. Laplace Doniigiimiiniin Temel Ozellikleri

TEOREM 8.2. Lineerlik (")zellié;i. I ve Iy Laplace doniigtimii
mevcut fonksiyonlar; ¢;, ¢ de sabitler olsun. O zaman

olur.

Ispat. Bu teorem (8.1) denklemindeki tammdan hemen elde edilir.

Ornek 8.11.  £{sin? at}’yi bulmak icin Teorem 8.2’yi kullammniz.
. 9 1
sin® at = 5(1 — cos 2at)

oldugundan

1
L{sin*at} = L {5(1 — cos 2at)}
elde ederiz. Teorem 8.2’yi kullaninca da
1 1 1
L {2(1 — cos 2at)} = §£{1} — §£{COS 2at}

bulunur. (8.2)'den L£{1} = 1 ve (8.6)’dan L{cos2at} = &%= oldu-

gundan
11 1 s

Lisin?at} = -~ — ~—— 8.10
{sin”at} 25 25?4+ 4a? (8.10)
elde edilir.

TEOREM 8.3.

Hipotezler. (i) F, t > 0 icin siirekli, gercel ve e=® {istel mer-

tebesinden bir fonksiyon olsun.
(i)  F(t)’nin F'(t) tirevi her sonlu kapali 0 < # < b araliginda
parcali sturekli olsun.

Hikim. s> «i¢in L{F'} mevcuttur ve
L{F'(t)} =sL{F(t)} — F(0) (8.11)

olur.
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Ispat.  Laplace dontisiminiin tanimindan limitin mevcut olmasi
kaydiyla

R
LIF(D)} = lim / e ()
R—o00 .Jo
olur. Her kapali 0 < ¢ < R araliginda F’(¢)'nin

O<ti <te<...<t{, <R

olmak tizere t{, ts,...,%, gibi en cok n tane siireksizlik noktast bulu-
nabilir. O zaman

R ty
/ e *'F'(t)dt = / e S (t)dt+
0

0

t R
I ) R / e SR (1)dt
tn

t
vazabiliriz. Sag tarafta integral altindaki fonksiyonlarin hepsi de integ-
rasyon bolgelerinde siirekli olduklarindan, bunlara kismi integrasyon
uygulayabiliriz:

R t— t1
/ e F(dt = [ P @) + s / oS I (8) dt+
0 0

e F0)]" +s / P et E@®dt £+ e R+ /t " et p @)t

t1+ t tn

(i) hipotezinden F', ¢ > 0 igin siirekli oldugundan
F(ti—) = F(t1+), F(ta—) = F(to+), ..., F(t,—) = F(t,+)
bulunur. Yukaridaki integralleri, bunlari gozoniine alarak toplarsak

geriye,

/0 * e 'F'(t)dt = —F(0) + e *fF(R) + s / * e *'F(l)dt

0

kalir. Yine (i). hipotezden F(t), e~ lstel mertebesindendir. Buna
gore M, ty > 0 sayilar1 ¢+ > ¢y igin e”™|F(t)| < M olacak sekilde
bulunabilirler. Boylece R > ¢y icin

e *FF(R)| < Me™tF
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bulunur. O halde s > « iken

lim e *fF(R) =0

R—o0

olacaktir. Ayrica

lim s /R e STE(t)dt = sL{F(t)}

R—o0 0

olacagindan

lim * e F'(t)dt = —F(0) + sL{F(t)}

R—0o0 Jo

elde edilir. Boylece L{F'(t)} doniisimi s > « i¢in mevcuttur ve (8.11)
ile verilir.

Ornek 8.12.  F(t) = sin® at ile taniml fonksiyonu gozoniine alahm.
Bu fonksiyon, Teorem 8.37(in hipotezlerini dogrular.
F'(t) = 2acosat sinat ve F(0) = 0 oldugundan (8.11) esitligi

L{2acosat sinat} = sL{sin” at}

elde ederiz. (8.10)’u kullaninca

2q?
L{sin®at} = ————
{sin”at} s(s? 4+ 4a?)
bulunur. Béylece
) 2
E{Q(I cosat sin (It} = ﬁaé‘:(ﬁ

elde edilir. Ote yandan 2asin at cos at = a sin 2at oldugundan

2a

E{Sin 2a/t} = m

elde ederiz. Bunun b = 2a alindiginda, 8.4 6rneginde elde edilen (8.5)
formiilii ile ayn1 sonu¢ olduguna dikkat ediniz.

Simdi Teorem 8.3’11 genellestirerek su teoremi elde edecegiz.
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TEOREM 8.4.
Hipotezler. (i) F, (n—1).'ye kadar tiirevleriyle birlikte £ > 0 igin

stirekli, gercel ve e {istel mertebesinden bir fonksiyon olsun.

(i)  F(t)'nin F™(t) tiirevi her sonlu kapali 0 < ¢ < b araliginda
parcali stirekli olsun.

Hiikiim. s > « icin L{F™} mevcuttur ve
L{FM™(8)} = s"L{F(t)} — s" L F(0)—

s"T2F(0) — s"TSE(0) — .. — sE™2(0) — FU(0) (8.12)
olur.

Ispatin Ana Hatlar.  Ispata Teorem 8.3’te oldugu gibi s > « i¢in
L{F'} mevcut ve

L{IFM () = s{F" (1)} — F(n—1)(0)
oldugu ispatlanarak baslanir ve sonra ispat matematik indiiksiyonla
bitirilir.

Ornek 8.13.  Teorem 8.4’ daha 6nce dogrudan hesaplayip (8.5)
esitligi ile ifade ettigimiz L{sinbt} doniigiimiini bulmak i¢in n = 2
alarak kullanacagiz. [F'(t) = sinbt ile tamimh fonksiyonun teoremin
hipotezlerini o = 0 i¢in sagladigi bellidir. n = 2 i¢in (8.12) ifadesi

L{F"(t)} = s*L{F(t)} — sF(0) — F'(0) (8.13)
halini alir.
F'(t) = bcosbt, F"(t) = —b*sinbt, F(0) =0, F'(0)=b
oldugundan, bunlar1 (8.13)’te yerlerine koyarak
L{—bsinbt} = s’L{sinbt} — b, —b*L{sinbt} = s>L{sinbt} — b

ve boylece

b

+ b2

bulunur ki bu, daha 6nce dogrudan bulunan (8.5) ile aynidir.
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TEOREM 8.5. Oteleme Ozelligi.

Hipotez.  F, s > 0 icin L{F'} d6niisimi mevcut bir fonksiyon
olsun.

Hiikim. Her a sabiti i¢in, f(s) = L{F'} olmak iizere, her s > a+a
icin gecerli olmak iizere

L{F(1)} = (s — a) (8.14)

olur.

Ispat. Tamma gore,

Fls) = L{F(1)) = /0 et dt

olacaktir. s’yi s — a ile degistirirsek,

fls—a) = / T oGm0t p () dt = / Tt [t B ()] di = L{e* F (1)}

0 0

olur.

Ornek 8.14.  L{te®}’yi bulmak icin F(t) = t olmak iizere Teorem
8.5'1 kullanahm. f(s) = L{F(t)} = L{t} olmak iizere, her s > a i¢in
gecerli olmak iizere

L{e"t} = f(s —a)
olur. (8.3)'ten
1
Lty =5, (s>0)

S

oldugundan
L{te™} =

G (s > a) (8.15)

elde ederiz.

Ornek 8.15.  L{e™ sinbt}’yi bulmak icin F'(t) = sin bt alahm.

b
f(s) = L{sinbt} = e (s > 0)
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oldugundan
f(s—a)= (s—aZ;Z%—b?’ (s >0)
ve boylece,
£{c™ sin bt} — m (s> 0) (8.16)
buluruz.

TEOREM 8.6.

Hipotez. F', Teorem 8.1’in hipotezlerini saglayan ve Laplace donii-
sumu

Fls) = / T et (8 dt
0
olan bir fonksiyon, GG de

0, 0<t<a,

Glt) = {F(t_a% o (8.17)
seklinde bir fonksiyon olsun.
L{G()} =e " f(s) (8.18)
olur.
fspat.

L{G(H)} = / T et G (b dt
= / ~5.0dt + / Rt —a)dt = /oo e *'F(t —a)dt
olur. Burada ¢+ — a = 7 koyarak

/ e S F(t —a)dt = / eI E(r)dr
a 0

e /Ooo e TF(r)dr = e L{F (1)}

olur. Demek ki
L{G(t)} = e " f(s)

sonucuna variriz.
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Ornek 8.16.
0, 0<t <,

Glt) = {sint, [>1

olduguna gore £{G(¢)}'yi bulunuz.
sint = cos(t — 7/2) oldugundan

0, 0 <t <3,
G(t) = {Cos(t —7m/2)t, t > §

yazabiliriz. Boylece F'(t) = cost ile Teorem 8.6’y1 uygulayabiliriz. b =1
alirsak

f(s) = L{cost} = 1

olmak tizere

L{G(8)} = e 2 f(s)

buluruz. Boylece

se”3°

L{GH)} = 5

st +1
sonucuna variriz.

TEOREM 8.7.

Hipotez. I, Teorem 8.1’in hipotezlerini saglayan ve Laplace donii-
simi

fls) = [ e P ()t (8.19)
olan bir fonksiyon olsun.
Hiikim. o
L P} = (1" f(s)] (8.20)
olur.

Ispat.  (8.19) ifadesinin iki yanini s’ye gore n defa tiiretelim. Bu
tiiretmeye bu inceledigimiz durumda hakkimiz vardir ve

£1(s) = (—1)! / T et R () dt

0

£1(s) = (—1)? / et B () dt

0
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F4(s) = (—1)" /O T et P (1) dt

olur ki (8.20)’nin dogrulugu buradan goriilmektedir.

Ornek 8.17.  L£{t?sin bt}’yi bulunuz.
Teorem 8.7’den
2 o &
Li{t"sinbt} = (=1)" 5[ (s)]

olur. (8.5)ten

. b
f(S) = E{SIH bt} = m
oldugundan
d 2bs d? 6bs® — 2b3
%[f(s)]——ma @[f(s)]—m
ve boylece
6bs? — 263
2 _
E{t Sin bt} = m

elde edilir.

C. Ters Dontisuim ve Konvolisyon

Bu boliimde buraya kadar su problemle meggul olduk: ¢ > 0 icin
tanimli bir F' fonksiyonu verildiginde bunun L{F} ya da f(s) ile gos-
terilen Laplace doniiglimiini bulmak. Simdi ters problemi ele alalim:
Bir f(s) fonksiyonu verildiginde, Laplace doniigiimii bu olan bir F(t)
fonksiyonu bulmak. Béyle bir F fonksiyonu i¢in £71{ f(s)} gosterimini
kullanacagiz ve L7'{f(s)} = F(t) yazacagiz, bu doniisiime ters Laplace
dondisimi, F'(t)’ye de f(s)'nin ters déniigmiisii diyecegiz. Yani

L7Hf(s)} = F(t) & L{F} = f(5)

olacak.
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Burada hemen gu sorular ortaya cikar:

(a) Bir f fonksiyonu verildiginde bunun ters déniigmiisi var midir?

(b)  f'nin bir ters doniigmiigiiniin varhgini kabul etsek, bu ters
dontiismis tek midir?

(¢) f’nin ters doniigmiisii nasil bulunur?

(a) sorusunu "her zaman degil” diye cevaplayacagiz. Ciinkii hig
bir F(t) fonksiyonunun Laplace déniisimii olmayan f(s) fonksiyonlari
pekala vardir. f’nin bir fonksiyonun Laplace doniigiimii olmasi i¢in baz1
siireklilik sartlarini saglamasi ve s — oo i¢in uygun sekilde davranmasi
gerekir. Okuyucuyu ferahlatmak icin, ¢ok sayida f fonksiyonunun ters
doniigimlerinin bulunmug ve tablo haline getirilmis oldugunu soyleye-
lim.

Simdi (b) sorusuna gelelim. f’nin tersi olan bir fonksiyon oldugunu
kabul edip, bu tersin eger varsa hangi anlamda tek olacagini aragtiralim.
Asagidaki teoremin ifadesini ispatsiz olarak verip, bu soruyu amacimiza
uygun sekilde cevapladigimizi kabul edecegiz.

TEOREM 8.8.

Hipotez.  F ve G fonksiyonlart ¢ > 0 i¢in siirekli ve ayn1 f(s)
Laplace doniigimine sahip iki fonksiyon olsun.

Hiikim. ¥t > 0i¢in F(t) = G(t) olur.

Buna gore f(s)'nin F'(t) gibi siirekli bir tersi oldugu biliniyorsa bu,
onun yegane tersidir. Agagidaki o6rnegi inceleyelim:

Ornek 8.18. (8.2) egitliginden £{1} = I olacaktir. Boylece
f(s) = % ile tamml f fonksiyonunun ters dontigimi her ¢ i¢in F(t) =
1 ile tamimlhi F' sirekli fonksiyonu olur. Buradan Teorem 8.8’e¢ gore
f(s) = % ile tanimli f fonksiyonunun baska strekli ters dontustimu
yoktur. Bununla birlikte f fonksiyonunun stirekli olmayan baska ters
doniisimleri vardir. Mesela G fonksiyonu

1, 0<t<3

G(t):{Q, t=3
1, t>3
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ile tanimlansin, o zaman s > 0 olmak iizere

o) 3 o0
- —st o —st —st _
L‘{G(t)}—/o ¢ G(t)dt—/o e dt+/3 et =

e—st 3 efst R 1
8 R—o0 S S

0 3

olacaktir. Boylece bu siirekli olmayan G fonksiyonu da f(s) = = ile
tamimli f fonksiyonunun ters doniigiimiisiidiir. Ancak tekrar belirtelim,
f(s) = % ile tammlh f fonksiyonunun sirekli ters déniigiimi her ¢ icin
F(t) =1 ile tamumli F' fonksiyonudur. Ashnda her ¢ i¢in F'(t) = 1 ile
tamuml F' fonksiyonunun, f(s) = % ile tamimli f fonksiyonunun yegane
surekli tersi oldugunun bilincinde olarak

1
LH=}=1
{5}
yazariz.

Simdi (c) sorusunu ele alahm. f fonksiyonunun bir tek siirekli tersi
oldugunu kabul edelim. Bu tersi nasil bulacagiz? Bu kitapta tersin
dogrudan bulunmasit anlatilmayacak. Verilen bir f fonksiyonunun ter-
sini bulmak icin asil gerecimiz bir doniisiim tablosu olacak. Daha once
de soyledigimiz gibi kitaplarda ¢ok genig doniisiim tablolar: vardir. Bu
kismin sonunda bu cesitten ¢ok kisa bir tablo goreceksiniz.

f fonksiyonunun tersini bulmak icin doniigim tablosunu kullanir-
ken, verilen f(s) fonksiyonunda tablodaki cegitli déntigiimlerin kulla-
nilabilmesini saglamak amaciyla, bir dizi islem yapilmalidir. Diger
teknikler arasinda basit kesirlere ayirma en sik bagvurulanlardandir.
Bunun kullanimini 8.20 6rneginde gosterecegiz.

Ornek 8.18.  (8.1) tablosunu kullanarak

1
e
{52 + 6s + 13}
ters doniiglimiinii hesaplayiniz.
Céziim.  (8.1) tablosunun f(s) siitununa bakarak once f(s) =

1

+710s7¢ yi arariz. Tabloda boyle bir fonksiyon yok ancak 11 numarada
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= var. Verilen ifadesini asagidaki iglemlerle bu hale

b 1
(sta)?+p> "0 T 82465413
getirmemiz mimkiindiir:

1 1 1 2
2465 +13  (s+3)2+4  2(s+3)2+22

olur. Simdi (8.1) tablosunun 11. satirina bakarsak

1
s2 4+ 65+ 13

2

Lo
S S, R ot
PRI 22} 5¢ " sin

£y b=

bulunur.

Ornek 8.20. (8.1) tablosunu kullanarak

1

£ s(s? +1)

}

ters doniiglimiinii hesaplayiniz.

Céziim. (8.1) tablosunun f(s) sitununda bdyle bir ey goriilmiiyor.
Basit kesirlere ayirma yontemini kullanirsak,

1 A Bs+C

s(s2+1) s * s2+1

ve boylece
1=(A+B)s*+Cs+A veya A+B=0 C=0, A=1

olur ki,
1 1 s

s(s2+1) s 241
basit kesirleri elde edilir. Boylece

1 1 1
LH———=)=LH-}-2L"!
{3(32—1—1)} {9} {324—1}
Simdi (8.1) tablosunun 1. ve 4. satirlarindan
1 s
1ty -1 — cost
L {3} 1 ve L {52+1} cost
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bulunur. Béylece

1
1 —1—cost
£ {3(32 + 1)} oos

elde edilir.

Donitigiim tablolarinin kullanilmasi sirasinda bagka bir yardimer da
agagida verecegimiz konvoliisyon teorisidir. Once F' ve G fonksiyon-
lariin konvoliisyonunu tanmimlayalim.

TANIM.  Konvoliisyon F ve G her kapali sonlu 0 < ¢t < b
araliginda parcali siirekli ve {istel mertebeden olsunlar. F' x G ile gos-
terilen ve

F(t) « G(#) = /OtF(T)G(t— )dr (8.21)

esitligi ile tanimlanan fonksiyona, F' ve GG fonksiyonlarinin konvolisyo-
n’u denir.

(8.21)’deki integralde u = ¢ — 7 yerine koymast ile degigsken doéntisii-
mii yapalim.

Ft) = G(t) = /t F(r)G(t - 7)dr = — /to Ft — u)G(u)du

0

= /Ot Gu)F(t —u)du = G(t) x F(t)

olur ki
F(t)«G(t) = G(t) = F(t) (8.22)

degisme ozelligini ispat etmis olduk.

Fve G,0<t<b (b>0) gibi her sonlu kapali aralikta parcali
siirekli ve e®! tistel mertebesinden olsunlar. Bu durumda F % G'nin de,
e > 0 herhangi bir pozitif say1 olmak tizere, 0 < # < b (b > 0) gibi
her sonlu kapali aralikta parcalt siirekli ve e(®+9* {istel mertebesinden
oldugunu gosterebiliriz. Boylece yeterince biiyiik s’ler i¢in L{F * G}
mevcut olur. Daha agkcast s > a i¢in L{F x G} déniigimiiniin varhg
kanitlanabilir.

Simdi agsagidaki L{F = G}’ye iligkin 6nemli teoremi ispat edecegiz.

TEOREM 8.8.
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Hipotez. F ve G, 0 <t < b gibi her sonlu kapali aralikta parcali
stirekli ve e iistel mertebesinden olsunlar.

Hikim. s> aicin
L{F « G} = L{F}L{G} (8.23)

olur.

Ispat. Laplace déniisiimiiniin tammindan £{F % G},

/000 e [/t F(r)G(t —7)dr| dt (8.24)

0

ile tamimh fonksiyondur. (8.24)’deki integral,

T e )Gt — )dr dt (8.25)
Lo

ardigik integrali haline getirilebilir. Ayrica (8.25)’deki ardigik integral

- / /R et F(T)G(t — 7)dr di (8.26)

iki katli integraline doniisturiilebilir. Burada R;, Sekil 8.2’deki 7 = 0
ve t = 1 cizgileriyle sinirli, 45°’lik kama seklindeki bolgedir.
Simdi (8.26)’daki iki katlt integrali dontigtiirmek igin

{“:t_T (8.27)

U=T

degisken doniigimiinii yapahm. (8.27)’deki koordinat déniigiimiiniin
Jacobiani 1'dir ve 7, ¢ dizleminin I; bolgesini, u, v diizleminin birinci
dorttebirine doniigtiiriir. Boylece (8.27)deki iki katli integral

/ / &5+ B ()G () du do (8.28)
R2
iki katli integraline dontistiiriilebilir. Burada Rs, Sekil 8.3’deki u >

0, v > 0 ile tanimh dorttebir diizlem parcasidir.
(8.28)’deki iki kath integral

[ [ e )6 ) du do (8.29)
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ardigik integraline denktir. Fakat (8.29)’daki ardigik integral de

/ e F(v)dv / e "G (u)du (8.30)
0 0
seklinde yazilabilir. Ancak (8.30)’da soldaki integral £{F}’i, sagdaki

integral de £{G}’yi tamimlar. Boylece (8.30) ifadesi L{F'}L{G} den
ibarettir.

Sekil 8.2 Sekil 8.3

Yukaridaki integraller s > a icin yakinsak olduklarindan, yapilan
islemler s > a icin gecerli islemlerdir. Boylece

L{F «G} = L{F}L{G} s>a

oldugunu gostermis olduk.
L{F}yi f, L{G}yi de g ile gbsterirsek (8.23)"i1

L{F + G} = f(s) g(s)

olarak yazabiliriz. Neticede

LUYF(s) g(s)) = P(1) % G(t) = /Ot F(r)G(t=r)dr, (831
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bulunur. (8.22)’yi kullanirsak,

LY () g(s)} = F(t) * G(t) = /0 CG(F(t—P)dr, (3.32)

bulunur.
Simdi bize bir h(s) fonksiyonu verilsin ve £7'{h(s)} ters dontisii-
miini bulmak isteyelim. A(s) fonksiyonu

L7Hf()=F(t) ve L7g(s)}=G()

bilinen fonksiyonlar olmak iizere h(s) = f(s).g(s) olarak yazilabilirse,
L7 h(s)} ters doniigiimii (8.31) veya (8.32) kullanilarak bulunabilir.

Ornek 8.21. Konvoliisyon teoremini ve (8.1) tablosunu kullanarak

1
E_l
{3(32 +1) }
ters doniiglimiinii hesaplayiniz.
Coziim. m fonksiyonunu f(s) = + ve g(s) = ﬁ fonksiyon-

larmin carpimi olarak yazalim. Tablonun 1. ve 3. satirlarindan

1
s2+1

L‘_l{é}:F(t)zl ve LY} —G(f)sint

bulunur ki (8.31)’den

-1 1 = [ —T1)dTt
ve (8.32)’den
-1 1 = * = tsinT T

elde edilir. Bu integrallerden ikincisi biraz daha basittir. Bundan

1
[t (N U D
L {3(32+1)} cost
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bulunur.
Bu sonucu 8.20 6rneginde basit kesirlere ayirmayla elde etmis oldu-
gumuzu hatirlayin.

ALISTIRMALAR
1. (a) L{?}

(b) L{sinh bt} doniigiimlerini bulmak i¢in Laplace doniigiimiiniin
tanimini kullaniniz.

2. (a) L{cos*at}

(b) L{sinat.sinbt} doniigiimlerini bulmak i¢in Teorem 8.2’yi kul-
laniniz.

3. L{sin® at}’yi bulmak icin Teorem 8.2’yi ve L{sin® at. cos at}’yi
bulmak i¢in Teorem 8.3’ kullaniniz.

4. L{cos®at}’yi bulmak icin Teorem 8.2'yi ve L{cos?at.sinat}’yi
bulmak i¢in Teorem 8.3’ kullaniniz.

5. L{t*} = & verilmigtir. £{t*}’i bulmak i¢in Teorem 8.4’
kullaniniz.

6. (a) L{t?e™}

(b)  L{e™sinh®bt} doniisiimlerini bulmak icin Teorem 8.5 kul-
laniniz.

0,0<t<?Z, 0,0<t<2,
7. (a) G(t):{cost’t>g 2 (b) G(t):{“>2

olduguna gore L{G(¢)}'yi bulmak i¢in Teorem 8.6’y1 kullaniniz.
8. (a) L{t?cosbt}
(b)  L{t*sinbt}

(¢) L{t'e™} doniigiimlerini bulmak i¢in Teorem 8.7’yi kullaniniz.

9-18. problemlerde verilen f(s) fonksiyonlarina kargihk F(t) =
L7 f(s)} fonksiyonunu bulmak i¢in Tablo 8.1 kullaniniz.

8. f(s) = # 10. f(s) = s§i42
11. f(S) = (=K 12. f<5) = 32—7-—411—5-1-7
13. f(s) = ﬁjﬁ 14. f(s) = 52i§:220
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15. f(s) =

BOLUM 8. LAPLACE DONUSUMU

s+1

m 16. f(s) = s3+2s
17. f(s) = (5512)2 18. f(s) = %
F(t) f(s)
1 1 L
2 eat L
3 sin bt S
4 cos bt @
5 sinh bt =
6 cosh bt =
7 " (n=1,2,...) -
8 e (n=1,2,...) (sfg;nﬁ
9 tsin bt (82?&?2)2
10 tcos bt (35;;51722)2
11 e~ sin bt T
12 e~ % cos bt (HZJ)Q?MQ
13 sin bt—bt cos bt 1
218 (s2+b2)2
1 it -

Tablo 8.1
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8.2 Laplace Donisiimi ile Coziim

A. Yontem

Simdi Laplace doniigiimiiniin sabit katsayili, n. basamaktan

Qg qir +a JHn—1) +...+ an_lg + a,Y = B(t) (8.33)
diferansiyel denklemi ve
Y(O) = Co, YI(O) =cCy, ... ,Y<n_1(()) =c,1 (8.34)

baglangic sartlarindan olugan baslangic deger probleminin ¢oziimiine
nasil uygulanacagini gorecegiz. 4. Boliim’deki Teorem 4.1 bu problemin
bir tek ¢oziimi oldugu konusunda bize garanti veriyor.

Simdi (8.33) denkleminin iki yammin da Laplace déniigiimiini ala-
lim. Teorem 8.2’den

any d=1y
aoﬁ{ dir }+GIE{W}++

dYy
an 1 L {dt} +a,L{Y} = L{B(t)} (8.35)
elde edilir. (8.35)’in sol tarafindaki
Y d"1y dy
ﬁ{ i } ﬁ{rj(n_l) } g{g}

ifadelerine bu sefer Teorem 8.4’1i uygulariz. (8.34)’deki baglangi¢ sart-
larini da kullanarak

L {(Z}:} =s"L{Y (1)} —s"Y(0) —... — Y(*=D(0)

=s"L{Y (1)} —cos" = 18" — .. — i,

L {i;lf} = "LV (1)} = s"2Y(0) — ... — Y72 (0)
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L {%} =sL{Y()} —Y(0)=sL{Y(t)} — ¢
elde edilir. Boylece L{Y (¢)} = y(s) ve L{B(t)} = b(s) diyerek (8.35)
denklemi

[ags™ +a1s" 4. . ap_15+a,] y(8) —colags” Tt +ars" T4t an_1]—

c1laps™ 2+ a1s" P o ap_s] — ... — cps]ags + ay] — cu1a9 = b(s)

haline getirilir.

B, t’nin bilinen bir fonksiyonu oldugundan, Laplace doniistimiiniin
varligini ve hesaplanabilecegini varsayarsak, b de s'nin bilinen bir fonk-
siyonu olur. Boylece (8.36) denklemi y(s) ”bilinmeyeni” cinsinden ce-
birsel bir denklem olur. Simdi (8.36) denklemini ¢6zerek y(s)'yi bu-
lacagiz. y(s) bir kere bulunduktan sonra, Laplace doniigiimlerini kulla-
narak verilen baglangic deger probleminin tek ¢oziimii

Y(t) =L Hy(s)}

olarak bulunur.

Bu yontemi soyle ozetleriz:

(a) (8.33) diferansiyel denkleminin iki yanmimin da Laplace donii-
simiini al. (8.34)’deki baglangic sartlarini kullanarak Teorem 8.4’%
uygula. "y(s)” cinsinden (8.36) cebirsel denklemini elde etmek iizere
taraflar egitle.

(b) Boylece elde edilen (8.36) cebirsel denklemini ¢ozerek y(s)’yi
bul.

(¢) wy(s)’yi bulduktan sonra, baglangi¢ deger probleminin Y (¢) =
L7Hy(s)} ¢oziimiinii elde etmek igin doniigiimler tablosunu kullan.

B. Ornekler

Ornek 8.22.

&Y _ oy _ bt
{ a2 =e (8.37 — 38)

Y(0) =3
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baglangic deger probleminin ¢6ziiniiz.

Advm (a) (8.37) diferansiyel denkleminin iki yaninin da Laplace
dontigimuni aliriz:

c {Cg} _9L{y) = £{et). (8.39)

Teorem 8.3’ veya n = 1 igin Teorem 8.4’ii kullanir ve L{Y (¢)}’yi y(s)
ile gosterirsek, £ {%}’yi y(s) ve Y(0) cinsinden soyle bulabiliriz:
dy
{5 b= - v

(8.38)’deki baglangi¢ sartlarini uygularsak buradan,

E{%} —sy(s)—3

bulunur.
Bunu kullaninca (8.39) denkleminin sol tarafi s y(s) —3—2y(s) olur.
Tablo 8.1’in 2. satirindan

£{e) = %5

olacagindan (8.39) denklemi y(s) cinsinden
1

[s —2y(s) - 3= — (8.40)

cebirsel denklemi haline gelir.
Advm (b) (8.40) denkleminden y(s)’yi ¢dzersek

=2yl = =5 > vl = g

bulunur.

Advm (¢) Simdi

i)
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ters doniiglimiinii bulmaliyiz. Basit kesirlere ayirma uygularsak,

3s-14 _ A B
(s—2)(s—5) s—2 s5-5

ve boylece 3s — 14 = A(s —5) + B(s —2) olur ki A =2 ve B =1 elde
edilir. Buradan

E_l{%} - §£_1{3i2}+%5_1{3i5}

bulunur. Tablo 8.1’in 2. satirini kullanirsak

E_l{ 1 }:e% ve E_l{ 1 }:e5t
s — 2 s—D5

oldugunu goriiriiz. Boylece verilen baglangic deger probleminin ¢oziimi

8 1

V() = D2t 4 g5t
(t) 7€ + 7€
olur.
Ornek 8.23.
d2
ey —24X — 8y =0
Y(0)=3 (8.41 — 42 — 43)
Y'(0) =6

baglangic deger probleminin ¢6ziiniiz.

Advm (a) (8.41) diferansiyel denkleminin iki yanimin da Laplace
dontigiminii alarak

d*Y dYy
ﬁ{dtz} ﬁ{dt} 8L{Y} = L£{0} (8.44)
buluruz. £{0} = 0 oldugundan (8.44) denkleminin sag tarafi sadece
0’dir. Teorem 8.471 kullanir ve L{Y (¢)}'yi y(s) ile gbsterirsek, £ {%}
ve L {%}’yi y(s), Y(0) ve Y'(0) cinsinden goyle bulabiliriz:

{ﬁ {%} = s%y(s) — sY'(0) — Y'(0)
L{2} = sy(s) - Y(0)
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(8.42) ve (8.43)’deki baglangi¢ sartlarini uygularsak buradan,
L {%} = s%y(s) —3s—6
{E{%} = sy(s) — 3
bulunur ve bunlarla (8.44) denklemi
s%y(s)—35—6—2sy(s5)+6—8y(s) = 0 veya [s°—25—8]y(s) = 35 (8.45)
haline gelir.

Advm (b) (8.45) denkleminden y(s)’yi ¢dzeriz:

(s) 3s
§)= ———
M= o)+ 2)
Advm (¢) Simdi L£7! {(8_4;’%} ters doniigimiinid bulmalyiz.
Basit kesirlere ayirma uygularsak,
3s A N B

(s—4)(s+2) s—4 s+2
ve boylece A =2, B =1 elde edilir. Buradan

ﬁ_l{(s—:))ﬁ} :25_1{5i4}+£_1{841—2}

bulunur. Tablo 8.1’in 2. satirini kullanirsak

E_l{ 14}:€4t ve E_l{ iQ}:e_Qt
s — s

oldugunu goriiriiz. Boylece verilen baglangic deger probleminin ¢oziimi

Y(t) = 2e* f e
olur.

Ornek 8.24.

dt?

Y(0) =0 (8.46 — 47 — 48)

{ CY Ly — e=2gint
Y'(0) = 0
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baglangic deger probleminin ¢6ziiniiz.

Advm (a) (8.46) diferansiyel denkleminin iki yaninin da Laplace
dontisiminii alarak

L {ﬁ};} + L{Y} = L{e *sint} (8.49)

buluruz. Teorem 8.4’ kullamir ve £{Y (¢)}'yi y(s) ile gosterirsek,

dY?
ﬁ{dtz}

ikinei tiirevini y(s), Y'(0) ve Y'(0) cinsinden goyle bulabiliriz:

L {ng} = s2y(s) — sY (0) — Y'(0)

(8.47) ve (8.48)’deki baglangi¢ sartlarini uygularsak buradan,

e[

elde ederiz. Boylece (8.49)un sol tarafi s?y(s) + y(s) olur. Tablo 8.1’in
11. satirindan, (8.49) denkleminin sag tarafi

1
(s+2)2+1

olur. Bunu kullaninca (8.46) denklemi y(s) cinsinden

1

T (8.50)

(2 + Dyls) =

cebirsel denklemi haline gelir.

Advm (b) (8.50) denkleminden y(s)’yi ¢dzeriz:

3s
(s24+1)[(s +2)2+ 1]

y(s) =
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Adim (C) Slmdl Eil {W} ters donu§umunu bul-
maliyiz. Basit kesirlere ayirma yonteminin yani sira konvoliisyon da
kullanabiliriz. Iki yéntemi de uygulayacagiz.

(1) Basil Kesirlere Ayirma Yionteminin Kullanthge:  Simdi

1 _AS+B+ Cs+ D
(s2+D[(s+2)2+1]  s2+1  s2+4s+5

vazariz. Buradan
1= (As+B)(s*+4s+5) + (Cs + D)(s* + 1)

=(A+C)s*+ (4A+ B+ D)s* + (5A+4B + C)s + (5B + D)
ve boylece
A+C=0
4A+B+D=0
5A+4B+C =0

5B+ D=1
bulunur ki buradan 4 = —%, B=14, C =%, D =2 ve boylece
1 1 S 1 1
el e )
{(32+1)(32+4s+5)} 8 s24+1 T3 s2+1 +
1 s 3 1
P S SRL T WP SR S R
35 \F1as+5) 78" \&14s+5 (8:51)
elde edilir.
1 S 3 1
e e L
3% \F14s+5) 78" 14545 (8.52)
ters doniisiimlerini bulmak icin
5 B 5+2 2

24+4s+5  (s+22+1 (s+2)2+1

vazariz. Boylece (8.52) ifadesi

1.4 s+ 2 1.4 1
8£ {(s+2)2+1}+8£ {(s+2)2+1}
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haline gelir ki (8.51) artik
1 1 s 1 1
i e )
{(32+1)(32+4s—|—5)} 8 s2+1 +8 s?2+1 +

1.4 s+ 2 1. 1
s- {(s+2)2+1}+8£ {(s+2)2+1}

olur. Simdi Tablo 8.1’in 4., 3., 12. ve 11. satirlarini sirayla kullanirsak,
verilen baglangic deger probleminin ¢oziimiini

1
Y(t) = 3 (— cost +sint + e cost + e sin t)

veya
—2t

1
Y(t) = S (sint — cost) + % (sint + cost)

olarak buluruz.

(11) Konvolisyon Teoreminin Kullandhgr: — Simdi

1
G (O LS TR
2 1 1
f(S):m ve g(g):m

olarak diisiinelim. Tablo 8.1’in 3. satirindan

F(t)zﬁ_l{ Qil}zsint
S

G(t) :5—1{( !

ve

s+2)2+1

olarak bulunur. Boylece Teorem 8.9’dan, (8.31) veya (8.32)’yi kulla-
narak sirayla

} — e %gint

1 1 .
£ { (s2+1)(s?+4s+5) } = F()=G)
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t
= / sin .20 sin(t — 7)dr
0

veya

£ { e 1)(; 455 5) } =G(t) = F(t) = /Ot sinT.e”*" sin(t — 7)dT

bulunur. Bu integrallerden ikincisi biraz daha basittir,
¢ t
(sint) / e~ sin 7 cos TdT — (cost) / e” " sin® rdr
0 0

haline getirilebilir. Buradaki trigonometrik fonksiyonlara yarim aci
formiillerini uygularsak

sint [t o . cost rt cost rt _
5 e Tsin2rdr — — | e ¥dr + - e~ cos 27dT
0 0 0

olur. Buradaki integralleri hesaplarsak

—27 t
. e . cost r _y.7t
—sint [ 3 (SIHQT—FCOSQT)]O + e [e ]0+
—27 t
6 -
cost [ (sin 27 — cos 27)]
8 0
e (sintsin 2t + sint cos 2t) + sin + e”*cost  cost
= ———(sintsin in _
8 8 4 4
—9t
t
—f—%(COS tsin 2t — cost cos 2t) + %

elde edilir. Bunu basitlestirmek icin yarnm aci formiillerini yeniden
kullanmirsak yukarida basit kesirlere ayirma yontemi ile elde edilen (8.53)
sonucunu buluruz:

1 e 2
Y (t) = = (sint — cost) + e (sint + cost)

8
Ornek 8.25.
% _,_4% + 5% +2Y =10cost
?((00)):_00 (8.54 — 55 — 56 — 57)

Y"(0) = 3
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baglangic deger probleminin ¢6ziiniiz.

Advm (a) (8.54) diferansiyel denkleminin iki yaninin da Laplace
dontigiminii alarak

Y A2y P2V
ﬁ{dti%} 45{ 2 } 55{ pre; }+2£{Y} = L£{10cost} (8.58)

elde ederiz. Teorem 8.4’1 kullanir ve £{Y (¢)}’yi y(s) ile gosterirsek,
dy? dY? dy
{a) <la) - o)

tiirevlerini y(s), Y(0), Y'(0) ve Y"(0) cinsinden g6yle bulabiliriz:

);
{dy} y(s) — s2Y (0) — sY'(0) — Y"(0)

_ Y (0) = Y'(0), £ {%

{2 = b=t 10

(8.57), (8.56) ve (8.57)’deki baglangi¢ sartlarini uygularsak buradan,

ﬁ{i—?} _ Sy(s) - 3, ﬁ{%ﬁ} — 2y(s), E{%} — sy(s)

buluruz. Béylece (8.58)’in sol tarafi
sy(s) — 3 + 45y (s) + 5sy(s) +2y(s) = [s° + 45+ 5s+2Jy(s) — 3
olur. Tablo 8.1’in 4.satirindan,

10
10L{cost} = Tsl
s

bulunur ki, (8.58) denklemi y(s) cinsinden

10s

[33 +482+58+2]y(3) —3 = m

(8.58)

cebirsel denklemine doniigir.
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Advm (b) (8.59) denkleminden y(s)’yi ¢dzeriz:

35> +10s + 3
(s2+1)(s® + 452+ 5s+2)

y(s) =

Advm (c¢) Simdi

. 35+ 10s + 3
(s2+1)(s® + 452+ 5s+2)

ters dontgiimiini bulmahyiz. Sag tarafin kalabalikligina bakip da telasa
kapilmayalim. Yine basit kesirlere ayirma yontemini kullanarak y(s)’yi
tablodan yararlanabilecegimiz bir sekle sokabiliriz. Ancak bu durumda
hesaplar biraz uzayacak.

352+ 10s+3 3524+ 10s + 3

(2+ 1)(s° + 452 + 55 +2)  (s2+ 1)(s + 1)2(s + 2)

A N B N C +Ds—l—E (8.60)
S s+2 s+1 0 (s+1)2 0 s241 '

vazarak devam edelim. Buradan
382 +10s+3=A(s*+1)(s + 1)>+ B(s + 2)(s* + 1) (s + 1)
+C(s+2)(s* + 1)+ (Ds+ E)(s +2)(s +1)* (8.61)
veya
35 +10s+3=(A+ B+ D)s*+ (2A+3B+C +4D + E)s*+
(2A4+3B+2C+5D+4E)s*+(2A+3B+C+2D+5F)s+A+2B+2C+2E
elde edilir. Bu esitligin bir 6zdeslik olmasini istedigimizden

A+B+D=0

2A4+3B+C+4D+E =0
2A4+3B+2C+5D+4E =0 (8.62)
2A4+3B+C+2D+5E =0
A+2B+2C+2E=0
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cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemini
dogrudan ¢ozecek yerde, her s > 0 igin dogru olan (8.61) 6zdesligini
parantezlerden bazilarini sifir yapan 6zel s degerleri icin hesaplayarak
bilinmeyenlerden bazilarini hemen bulabiliriz. Mesela s = —1 ko-
varak C' = =2, s = —2 koyarak A = —1, bunlar (8.62)’de koyarak
B=2 D=-1, ve E =2 bulmamiz kolay olur. A, B, C, D ve
E’nin bu degerlerini (8.60)ta yerlerine yazarak

35> +10s + 3 1 1
e )
{(32+1)(s3+432+53+2)} s+2 - s+1

1 S 1
Y o { } 25—1{ }
{(s+1)2} Y s2+1

oldugunu goriiriiz. Simdi Tablo 8.1'in 2., 2., 8., 4. ve 3. satirlarini
sirayla kullanirsak, verilen baslangic deger probleminin ¢oziimiini

Y(t)=e* +e 7t —2te™" — cost + 2sint

olarak buluruz.

Ornek 8.26.
d? d _
a2 b S HO
Y 7-‘-7
H(t):{o, > (8.63 — 64 — 65 — 66)
Y(0) =0
Y'(0) =0

baglangic deger probleminin ¢o6ziiniiz.

Advm (o) (8.63) diferansiyel denkleminin iki yanimin da Laplace
donusimunii alarak

L {Cg} +2L {Ci;:;} +5L{Y} = L{H(t)t} (8.67)

buluruz. Teorem 8.4’i kullanir ve £{Y (¢)}’yi y(s) ile gosterir ve daha
onceki 6rneklerde oldugu gibi (8.65) ve (8.66)’daki baglangic sartlarini
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uygularsak (8.67)'nin sol tarafi [s*+2s+5]y(s) haline gelir. Laplace
doniigiimiiniin tanimindan sag taraf

S

6st‘| ™ 1 — 7

L{H(t)t} = / CetH (t)dt = / " estdt = l
0 0
olarak bulunur. Boylece (8.67) denklemi

1—e 78

S

[s* + 25 + 5ly(s) (8.68)

haline gelir.
Advm (b) (8.68) denkleminden y(s)’yi ¢dzeriz:

() 1_6—7'('3
§)=—5—"——
Y s(s2+2s5+5)

Advm (c)
. 1 — TS
£ {3(32 +2s+5)

ters dontstimiini bulmaliyiz. Simdi bunu

. 1 L =S
£ {3(32+25+5) £ s(s?2 +2s+5)

olarak yeniden yazalim ve birincisini hesaplamak icin basit kesirlere
ayirma yontemini kullanalim.

1 A Bs+C

s(s? +2s+5) s+32+23+5

vazarsak A = 1, B = —f ve C = —2 q@kar. A, B ve C’nin bu

degerlerini yerlerine yazarak ve Tablo 8.1'in 1., 12. ve 11. satirlarin
sirayla kullanarak,

i 1 L1 s+2
s(s2+2s+5)] 5\s (s+1)2+4

1 1 s+1 2
—_— (92 _9 _
10\ s (s+1)24+4 (s+1)>2+4
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1 1 .
=_—- ——e 'cos2t — —e "sin2t
5 5 10
buluruz. Simdi

1 1 1 1
fls)=————— ve F({t)=--— —e tcos 2t — —etsin 2t
s(s?+2s+5) 5 5 10

yazarak
L) =F(t)

elde ederiz. Bundan sonra

Hirrmra) e )

ters dontistimiini hesaplamaliyiz. Teorem 8.6’dan

e ey =co. oo = {5,550,

buluruz. Boylece

1 6—77'8
£ {3(32 +23—|—5)}

(0, O<it<m,

= { % _ %e—(t—ﬂ) cos2(t — m) — %e_(t_”) sin2(t — ), t>m,
(0, O0<t<m,
- { é _ %6_(’5_”) cos 2t — %6_(7&_”) sin 2t, t>m,

elde edilir. O halde verilen baglangic deger probleminin ¢6ziimii,

Y(t) = £ {S(;;—;;@} _ F(t) = G(®)

_[L[2—et(2c082t +sin2t)], 0<t<m,
- ~Let(2co82t +sin2t), t >,

olarak bulunur.
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ALISTIRMALAR

1.’den 10.’ya kadar baslangic deger problemlerini ¢ézmek icin
Laplace doniistimleri kullaniniz.

1.

&

%—Y:ﬁ

Y(0) =2

% +Y =2sint

Y(0)=-1

d? dy _

g TOY =

Y(0)=1

Y'(0) =2

d2 d _

e + d—f — 12V =

Y(0) =

Y'(0)=-1

{j? — 94X 2V =18e'sin 3t
Y(0)=0

Y'(0) =

d? dY _ -

Y 424X Y = (e
Y(0)=1

Y'(0) =0
(&Y 58 4+ 74 _ 3V = sin 20t
V(0) =

Y'(0) =
\Y”(O) — _2
;43 2 _
Cr —64r + 119 —6Y =te *
Y(0) =1

Y'(0)=0
\Y”(O) — _1
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LY 39 19y = H{(t) CX +490 +5Y = H(1)
(2, 0<t<4 (1, o0<t<?®
8. H(t)—{q £ 4 10. H(t)—{o, t>1
Y (0) = Y(0) =0
Y'(0) = Y'(0) =0
aXx 2t
& 4+Y =3¢
11. 0
{21320
sisteminin

X0)=2 y0)=0

baglangic sartlarini saglayan ¢oziimiini elde etmek icin Laplace donii-
siimlerini kullaniniz.

[Kullanilacak Yéontemin Ana Hatlar:

L{X(t)} = z(s) ve L{Y (t)} = y(s) olsun. Sistemin her denklemi
icin g0yle yap: Denklemin iki yaninin Laplace doniigimunt al, Teorem
8.3'1i ve baglangic sartlarini kullan. sonuclart esitleyerek z(s), y(s)
cinsinden cebirsel bir denklem sistemi elde et. Sonra cebirsel sistemden
bu bilinmeyenleri ¢6z. Son olarak z(s) ve y(s)’nin bulunan ifadelerinden
ve tablodan yararlanarak X (t) ile Y(¢)’yi elde et.]

X _ 92y =0
i
DR S

sisteminin X (0) = 3, Y(0) = 0 baglangi¢c sartlarini saglayan
¢6ztimiini elde etmek i¢in Laplace doniigiimlerini kullaniniz. [Uyars.
11. problemde anlatilan yolu izleyiniz.]
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